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Передмова 
 
Математична фізика надає теоретичну базу для створення та аналізу 
математичних моделей фізичних процесів і сама знаходиться на межі двох 
великих наукових напрямів: математики та фізики. Але вона не розділяє, а 
з’єднує їх, забезпечуючи фізичні науки засобами теоретичних досліджень, а 
математичні – об’єктами для вивчення, взятими із реальних систем та 
процесів,  напрямками для розвитку. 
Для студентів інженерних спеціальностей при вивченні математичної 
фізики практичну цікавість складають саме методи досліджень тих задач, які 
можуть використовуватись у їх наступній дослідницькій, проектній, 
виробничій  діяльності.  
Задачі, які розглядаються у посібнику, складаються із відповідних 
диференціальних рівнянь разом із крайовими, початковими чи мішаними 
умовами, які створюють найбільш поширені математичні моделі у багатьох 
дисциплінах: класичній, квантовій, статистичній механіках, термодинаміці, 
електродинаміці, теорії поля, теорії пружності, гідродинаміці. Математичне 
моделювання починає застоcовуватися не тільки у фізичних чи технічних 
науках, а і в економічних, фінансових дисциплінах, екології, соціології та 
інших, де тільки можна визначити такі закономірності, що описують 
досліджувану систему у вигляді формул із диференціальними (інтегральними, 
інтегро-диференціальними) операторами, формують модель на основі 
крайових, мішаних задач та дозволяють дослідити їх відповідними методами 
математичної фізики. 
Сучасні тенденції розвитку вищої освіти, які ґрунтуються на засадах  
Болонського процесу та переходу на загальноєвропейські освітні стандарти,  
спонукають до розширення обсягів  самостійної роботи студентів, а це 
вимагає, в свою чергу, покращення забезпечення  навчально-методичними 
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матеріалами. Для того щоб такі посібники можна було використовувати під 
час самостійної підготовки, вони мають бути підготовлені і структуровані 
відповідним чином із акцентом на найбільш важливих у практичному 
розумінні темах.   
Мета даного посібника – познайомити студентів з основними методами 
розв’язування задач математичної фізики: методом характеристик, методом 
відокремлення змінних Фур’є, методом функцій Гріна та методом 
інтегральних перетворень. У посібнику наводяться теоретичні відомості та 
алгоритми методів, типові приклади з розв’язаннями, а також варіанти 
індивідуальних завдань для студентів, що дає змогу контролювати їх 
самостійну роботу. В посібнику використані авторські задачі та задачі з інших 
джерел. Завдання супроводжуються відповідями і поясненнями.  
Посібник у першу чергу призначається для студентів Механіко-
машинобудівного інституту. Він буде корисний викладачам цього та інших 
підрозділів КПІ ім. Ігоря Сікорського, ВНЗів, які включають математичну 
фізики у навчальні програми. Посібник також може бути використаним 
студентами та їх керівниками при підготовці дипломних чи магістерських 
робіт, а також інженерами-дослідниками, проектувальниками, діяльність яких 
пов’язана зі створенням і дослідженням математичних моделей викладеними 
методами. 
Укладачі    щиро    вдячні    відповідальному    редакторові    професору  
С.Д. Івасишену та рецензентам – професорам В.А. Михайлецю та І.І. Юрику,  
за значну кількість корисних порад, зауважень під час створення навчального 
посібника. 
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Вступ 
 
Основні задачі математичної фізики 
 
Вивчення фізичних процесів у багатьох галузях науки та техніки, таких 
як механіка, гідродинаміка, електродинаміка, теорія пружності, теорії 
теплопровідності тощо, приводить до розв’язування та дослідження 
математичних задач, які описуються диференціальними рівняннями з 
частинними похідними.  
 
Широкий клас із них утворюють лінійні рівняння з частинними 
похідними відносно функції двох змінних. Такі рівняння можна записати у 
вигляді 
,2 021221211 fuauauauauaua yxyyxyxx                        (1) 
де faaaaaa   ,  ,  ,  ,  ,  , 021221211  − задані функції незалежних змінних х та у; и − 
невідома функція. 
Усі лінійні рівняння вигляду (1) за умови, що 0222
2
12
2
11  aaa  в точці (х, у), 
належать до одного з трьох типів: гіперболічного, параболічного або 
еліптичного. 
Рівняння гіперболічного типу описують хвильові процеси (коливання 
суцільних середовищ або їх частин, струн, мембран, об’ємів газу, 
електромагнітні коливання) та визначаються умовою .02211
2
12  aaa  
Рівняння параболічного типу описують такі фізичні явища, як 
теплопровідність, дифузія, поширення електромагнітних полів у провідних 
середовищах, рух в’язкої рідини, та визначаються умовою .02211
2
12  aaa  
Рівняння еліптичного типу описують стаціонарні, тобто не залежні від 
часу, процеси (стаціонарні електричні та магнітні поля, потенціальний рух 
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нестисливої рідини, стаціонарні теплові поля), та визначаються умовою 
.02211
2
12  aaa  
Нехай zyx  , ,  − прямокутні декартові координати; t  − час; f  − задана 
функція від змінних ; , , , tzyx  cba  , ,  − дійсні сталі; u  − невідома функція; 
2
2
2
2
2
2
zyx 







  − диференціальний оператор Лапласа. 
Тоді найпростіші основні рівняння математичної фізики мають вигляд:  
1) хвильове рівняння 
,2 fuautt                                                    (2) 
2) рівняння теплопровідності 
,2 fuaut                                                    (3) 
3) рівняння Лапласа 
,0u                                                         (4) 
4) рівняння Пуассона 
,fu                                                         (5) 
5) телеграфне рівняння 
,2 fcubuuau ttt                                           (6) 
Рівняння (2) та (6) − це рівняння гіперболічного типу, (3) − параболічного 
типу, а (4) та (5) − еліптичного типу. 
Як і у випадку звичайних диференціальних рівнянь, рівняння 
математичної фізики мають, взагалі кажучи, нескінченну множину розв’язків. 
Для того, щоб виділити саме той розв’язок, який описує даний процес, треба 
задати певні додаткові умови. Тому кожна задача математичної фізики 
ставиться як задача про розв’язування деякого рівняння при визначених 
умовах, які в більшості випадків диктуються її фізичною постановкою. 
Для  нестаціонарних  процесів,  що  залежать  від  часу  t   і  вивчаються  в  
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усьому просторі, необхідно задавати початкові умови для шуканої функції, 
тобто записати значення фізичних характеристик, що описують цей процес у 
початковий момент часу 0t . 
Якщо ж фізичний процес розглядається в обмеженій області простору, то 
потрібно сформулювати крайові умови, тобто записати умови процесу на межі 
об’єкта. Тоді прийдемо до крайової задачі для стаціонарних процесів та до 
мішаної задачі для нестаціонарних явищ. 
Коло питань, які вивчаються в математичній фізиці, є надзвичайно 
широким. Ми обмежимося лише класичними задачами. 
 
Початково-крайові задачі для рівнянь гіперболічного типу 
 
Нехай розв’язується задача про малі поперечні коливання струни 
довжиною l. Рух струни описується функцією ),( txu , яка характеризує 
відхилення точок струни х від положення рівноваги в момент часу .t  
Диференціальне рівняння для невідомої функції має вигляд 
),,(2 txfuau xxtt   .0  ),,0(  tlx                                   (7) 
Тут ,2


T
a  де T  − сталий натяг струни,   − густина її маси; 
 ,
),(
),(


txp
txf де ),( txp  −  зовнішня сила, яка діє на струну паралельно осі 
Оu  і розрахована на одиницю довжини. 
Процес коливань струни залежить від її початкової форми та від 
початкового  розподілу  швидкостей  по  струні  (початкового імпульсу).  Тому  
слід задати початкові умови 
),()0,( xxu  ),()0,( xxut  ],,0[ lx                       (8) 
де   та   − задані функції. 
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Залежно від того, що відбувається на кінцях 0x  та  lx   струни, можна 
виписати такі крайові умови: 
а) якщо кінці закріплені, то  
;0  ,0),(  ,0),0(  ttlutu                                       (9) 
б) якщо кінці рухаються за заданими законами, то  
;0  ),(),(  ),(),0( 21  tttluttu                               (10) 
в) якщо кінці рухаються таким чином, що дотичні до профілю струни на 
кінцях у будь-який момент часу горизонтальні, тобто кінці вільні, то  
;0  ,0),(  ,0),0(  ttlutu xx                                    (11) 
г) якщо кінці рухаються кожен за своїм законом, то  
;0  ),(),(  ),(),0( 21  tttluttu xx                             (12) 
д) якщо кінці закріплені пружно, тобто кожний з кінців зазнає з боку 
кріплення поздовжню силу, пропорційну його зміщенню та протилежно цьому 
зміщенню напрямлену, то  
;0   ,0),(),(   ,0),0(),0(  ttlhutluthutu xx                   (13) 
тут ,
E
h

  де   − коефіцієнт жорсткості закріплення, E  − модуль Юнга; 
е) якщо кінці закріплені пружно і рухаються за заданими законами, то  
.0   ),(),(),(   ),(),0(),0( 21  tthtlhutluththutu xx          (14) 
Задачу (7), (8), (9) (або (10)) називають першою початково-крайовою 
задачею; задачу (7), (8), (11) (або (12)) − другою початково-крайовою задачею; 
задачу (7), (8), (13) (або (14)) − третьою початково-крайовою задачею для 
одновимірного хвильового рівняння.  Якщо ж крайові умови на кінцях мають 
різні типи, то такі задачі називають задачами із мішаними крайовими 
умовами. 
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Граничним випадком сформульованих задач є задача про необмежену 
струну:  знайти   функцію  ),,( txu   визначену  в  області, де  ,0  ),,(  tx   
яка задовольняє рівняння 
),,(2 txfuau xxtt   
і початкові умови 
),()0,( xxu  ),()0,( xxut   ).,( x  
Таку задачу називають задачею Коші. 
Початково-крайові задачі для рівнянь гіперболічного типу у випадку 
більшої кількості просторових змінних формулюються аналогічним чином. 
Наприклад, перша початково-крайова задача для тривимірного хвильового 
рівняння формулюються так: знайти функцію ),,,,( tzyxu  визначену для 
,),,( Dzyx   ,0t  де D  − область в 3R , що обмежена поверхнею ,D  яка 
задовольняє при 0t  рівняння 
),,,,()(2 tzyxfuuuau zzyyxxtt   
початкові умови 
),,,()0,,,( zyxzyxu   ),,,()0,,,( zyxzyxut   Dzyx ),,( , 
і крайові умови 
,),,,( 
D
tzyxu  
де   − задана функція точки поверхні D  і часу .t  
 
Початково-крайові задачі для рівнянь параболічного типу 
 
Нехай розв’язується задача про розповсюдження тепла в тонкому 
однорідному та ізотропному стержні довжиною l, бічна поверхня якого 
теплоізольована. У цьому випадку функція ),( txu  характеризує температуру 
точок х стержня в момент часу .t  Диференціальне рівняння має вигляд 
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),,(2 txfuau xxt   .0  ),,0(  tlx                                  (15) 
Тут ,2


c
k
a  де k  − коефіцієнт теплопровідності, що залежить від матеріалу 
стержня, с − теплоємність,    − густина маси;  ,
),(
),(


c
txq
txf де ),( txq  −  
густина теплових джерел у точці х у момент часу t . 
На відміну від рівняння гіперболічного типу тут задається тільки одна  
початкова умова 
),()0,( xxu  ],,0[ lx                                          (16) 
де   − задана функція, яка визначає розподіл температури в стержні у 
початковий момент часу. 
Залежно від того, що відбувається на кінцях 0x  та lx   стержня, 
можна виписати такі крайові умови: 
а) якщо на кінцях задано закони зміни температури, то  
;0  ),(),(  ),(),0( 21  tttluttu                               (17) 
б) якщо кінці теплоізольовані, то  
;0  ,0),(  ,0),0(  ttlutu xx                                    (18) 
в) якщо на кінцях задано величини теплових потоків, що протікають 
через торцевий переріз, то  
;0  ),(),(  ),(),0( 21  tttluttu xx                             (19) 
г) якщо на кінцях відбувається теплообмін із зовнішнім середовищем за 
законом Ньютона, згідно з яким кількість тепла, що протікає через одиницю 
площі в одиницю часу, пропорційна різниці температур тіла і зовнішнього 
середовища, то  
,0   ),(),(),(   ),(),0(),0( 21  tttlhutlutthutu xx                   (20) 
тут   ,


k
h   де     −   коефіцієнт   теплообміну,  21     ,    −  функції   часу,  що 
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характеризують закон зміни температури зовнішнього середовища. 
Задачу (15), (16), (17) називають першою початково-крайовою задачею; 
задачу (15), (16), (18) (або (19)) − другою початково-крайовою; задачу (15), 
(16), (20) − третьою початково-крайовою задачею для одновимірного 
рівняння теплопровідності. Можна розглядати будь-яку комбінацію крайових 
умов на різних кінцях стержня.  
Задача Коші для рівняння теплопровідності формулюється так: знайти 
функцію ),,( txu  ,0  ),,(  tx  яка задовольняє рівняння 
),,(2 txfuau xxt   
і початкову умову 
),()0,( xxu  .),( x  
Крайові умови для рівнянь теплопровідності у випадку більшої кількості 
просторових змінних формулюються аналогічно. Наприклад, розглянемо 
задачу про розповсюдження тепла в області 3RD , що обмежена поверхнею 
,D  якщо на межу тіла подається тепловий потік заданої величини. Тоді   
),,,,()(2 tzyxfuuuau zzyyxxt   
),,()0,,,( zyxzyxu   всередині області D , 
,


Dn
u
  
де n

 − зовнішня нормаль до поверхні ,D    − задана функція точки поверхні 
D  і часу .t  
 
Крайові задачі для рівнянь еліптичного типу 
 
Типовими представниками еліптичних рівнянь є рівняння Лапласа (4) та 
Пуассона (5). Розглянемо постановки основних крайових задач для рівняння 
Лапласа. Аналогічно ставляться задачі й для рівняння Пуассона. 
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Для  рівняння  Лапласа,  як  і  для  всіх  стаціонарних  задач,  природно  не 
задавати початкові умови, а розглядати лише умови на межі області, в якій 
шукається розв’язок поставленої задачі. При цьому розрізняють три основних 
типи крайових умов, які повинні задовольняти розв’язки рівняння Лапласа: 
а) на межі області         
;u                                                                   (21) 
б)  на межі області         
;


n
u
                                                                     (22) 
в) на межі області         
 ,


hu
n
u
                                                              (23) 
де  h  ,  ,  ,   −  задані на межі області неперервні функції, n

 − зовнішня 
нормаль до межі. 
Задачу (4), (21) називають першою крайовою задачею або задачею 
Діріхле; задачу (4), (22) − другою крайовою задачею або задачею Неймана; 
задачу (4), (23) − третьою крайовою задачею для рівняння Лапласа. Задачі 
називають мішаними, якщо на різних частинах межі задаються крайові умови 
різних типів. 
Якщо область, в якій шукається розв’язок, обмежена, то відповідна задача 
називається внутрішньою. Якщо ж ця область є доповненням обмеженої 
області до всього простору, то задача називається зовнішньою.  
У випадку необмежених областей на розв’язки крайових задач додатково 
накладають так звану умову регулярності на нескінченності. Для задач у 
тривимірному просторі ця умова полягає в тому, що при віддаленні у 
нескінченність  уздовж будь-якого променя, що належить області, розв’язок 
повинен рівномірно прямувати до нуля. Якщо ж область є плоскою, то умова 
регулярності на нескінченності полягає в тому, що при віддаленні у 
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нескінченність розв’язок повинен залишатись обмеженим. Умови 
регулярності на нескінченності забезпечують єдиність розв’язків крайових 
задач. 
Крайовим  задачам для  рівняння  Лапласа  можна  надати  різний  фізичний 
зміст. Наприклад, задачу Діріхле можна тлумачити як задачу про 
стаціонарний розподіл температури в твердому тілі, якщо розподіл 
температури на його поверхні є відомим, або як задачу про потенціал 
електростатичного поля всередині області, якщо відомий потенціал на межі. 
Задачу Неймана можна розглядати як задачу про стаціонарний розподіл 
температури в твердому тілі, якщо на його поверхню подається тепловий 
потік заданої величини, або як задачу про потенціал швидкості руху 
нестисливої нев’язкої рідини із рухомою межею тіла, на поверхні якого, через 
умову непротікання, задано рівність похідної за напрямком нормалі і 
нормальної складової швидкості. 
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1. Задача Коші для гіперболічних рівнянь 
 
1.1 Задача Коші для однорідного хвильового рівняння  
 
Розглянемо задачу про малі поперечні коливання тонкої однорідної 
довгої струни.  Якщо струна достатньо довга, то протягом деякого проміжку 
часу на коливання в її середній частині кінці струни істотно впливати не 
будуть. Тому можна вважати, що струна є нескінченною, коливання залежать 
лише від початкових умов, а крайові умови не враховуються. Математичною 
моделлю поставленої задачі буде 
   ,0   ,   ,2  txuau xxtt R                                          (1.1) 
,   ),()0,( R xxxu                                                   (1.2) 
.   ),()0,( R xxxut                                                 (1.3) 
Формули (1.2), (1.3) задають початкові умови. Разом (1.1)−(1.3) 
називають задачею Коші для одновимірного хвильового рівняння. 
Для розв’язування задачі скористаємось методом характеристик, який для 
хвильового рівняння називають методом Даламбера. 
Метод характеристик полягає у послідовному виконанні таких кроків: 
1. Визначити тип рівняння. 
2. Знайти  характеристики та звести рівняння до канонічного вигляду. 
3. Зінтегрувати отримане рівняння та знайти його загальний розв’язок. 
4. Повернутися до попередніх змінних. 
5. Підставляючи загальний розв’язок у початкові умови, визначити 
розв’язок задачі Коші. 
Спочатку зведемо диференціальне рівняння (1.1) до канонічного вигляду. 
Рівняння характеристик 
0)()( 222  dtadx  
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розпадається на такі два рівняння: 
,0           ;0  adtdxadtdx  
загальними інтегралами яких є 
.           ; 21 CatxCatx   
Введемо нові змінні   і  за формулами 





.
;
atx
atx
 
Обчислимо частинні похідні в нових змінних: 
     .22
;22
22
22222




uuuuuuuuu
auauauuuuuuu
xxxxxxxx
tttttttt
 
Підставивши їх в (1.2), зведемо рівняння до канонічного вигляду 
 .0u                                                       (1.4) 
Звідси 
.0








 u
 
Зінтегрувавши  рівняння, отримаємо  
).()(),(  gfu                                                    (1.5) 
Якими б не були двічі неперервно диференційовні функції f  і g , функція 
,u  що визначена формулою (1.5), є розв’язком рівняння (1.4). Оскільки будь-
який розв’язок цього рівняння може бути  зображений у вигляді (1.5) за 
відповідного вибору функцій )(f  і )(g , то функція (1.5) є загальним 
розв’язком цього рівняння. Тоді сукупність функцій вигляду 
)()(),( atxgatxftxu  ,                                         (1.6) 
де f  і g  − довільні двічі неперервно диференційовні функції, є  загальним 
розв’язком рівняння (1.1). 
Визначимо функції f  і g  так, щоб виконувались умови (1.2) та (1.3): 
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 );()()()0,( xxgxfxu                                                (1.7) 
).()()()0,( xxgaxfaxut                                             (1.8) 
Інтегруючи рівність (1.8), отримаємо 
 .)(
1
)()(
0
Cdzz
a
xgxf
x
   
Тоді, із системи рівнянь 







  )(
1
)()(
 );()()(
0
Cdzz
a
xgxf
xxgxf
x  
знаходимо 
 
2
)(
2
1
)(
2
1
)(
;
2
)(
2
1
)(
2
1
)(
0
0
C
dzz
a
xxg
C
dzz
a
xxf
x
x




 
для будь-якого дійсного х. 
Підставивши f  і g  в (1.6), отримаємо 
.)(
2
1
2
)()(
),( 





atx
atx
dzz
a
atxatx
txu                                  (1.9) 
Формулу (1.9) називають формулою Даламбера для розв’язку задачі Коші 
(1.1)−(1.3). 
Зрозуміло, що отриманий розв’язок у припущенні дворазової 
диференційовності функції   та одноразової диференційовності функції 
задовольняє одновимірне хвильове рівняння (1.1) і початкові умови (1.2), 
(1.3). Спосіб його отримання доводить, що цей розв’язок єдиний. Із формули 
(1.9) також  видно, що  задача  поставлена  коректно: при будь-якому  
скінченому значенні t малим змінам функцій   і   відповідає мала зміна 
розв’язку. 
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Дамо фізичну інтерпретацію отриманого розв’язку. 
Функція (1.9) зображує процес поширення по струні початкового 
збурення. При фіксованому t ця функція дає профіль струни в обраний момент 
часу, а при фіксованому х − закон руху відповідної точки струни. 
Розглянемо у формулі (1.6) кожний доданок окремо: 
 .)(
2
1
)(
2
1
)(
;)(
2
1
)(
2
1
)(
0
0






atx
atx
dzz
a
atxatxg
dzz
a
atxatxf
 
Якщо  ,0t  то маємо 
 ),()()0,( xgxfxu   
де 
 ,)(
2
1
)(
2
1
)(
;)(
2
1
)(
2
1
)(
0
0




x
x
dzz
a
xxg
dzz
a
xxf
 
тобто початковий профіль струни являє собою результат додавання графіків 
функцій )(xf  і )(xg .  
Графік функції )( atxf   при будь-якому фіксованому t отримується з 
графіка функції  )(xf  зміщенням уздовж осі Ох вправо на величину аt. 
Фізично це означає, що до моменту часу t збурення )(xf  зсунулося по струні 
вправо на величину аt. У разі неперервної зміни t це збурення поширюється 
по струні вправо зі сталою швидкістю. 
Аналогічно функція )( atxg   − це збурення, що поширюється по струні 
вліво. 
Збурення,  що поширюється у фіксованому напрямку називають біжучою 
хвилею. Функцію )( atxf   називають прямою біжучою хвилею, а )( atxg   − 
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зворотною біжучою хвилею. При цьому коефіцієнт а в рівнянні коливання 
струни є швидкістю поширення хвиль ( ,


T
a  де Т − натяг струни, а   − 
густина її маси). 
Отже, отриманий розв’язок (1.6) є суперпозицією прямої та зворотної 
біжучих хвиль. Із цього випливає спосіб графічної побудови профілю струни у 
будь-який момент часу t: треба графік функції )(xf  зсунути по осі Ох вправо 
на величину аt, графік функції )(xg  − вліво на таку ж саму величину і 
отримані криві графічно додати. 
 
Приклад 1.1.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння на прямій 
   ,0   ,   ,  txuu xxtt R    
R, xxxu    ,cos)0,(   
.   ,0)0,( R xxut  
Скласти вирази для функції ),( txu  та побудувати профіль струни в різні 
моменти часу. 
Розв’язування. Початкові відхи-
лення )(x  точок х струни мають    
форму косинусоїди (рис. 1.1), початкові 
швидкості )(x  дорівнюють нулю, а 
коефіцієнт а = 1. 
                               и 
 
                                       1 
 
   
 2                         0                                  2    х 
                 1  
 
Рис. 1.1 
Застосуємо формулу Даламбера (1.9): 
.coscos)sinsincoscossinsincos(cos
2
1
0
2
1
2
)cos()cos(
)(
2
1
2
)()(
),(
txtxtxtxtx
dz
txtx
dzz
a
atxatx
txu
tx
tx
atx
atx





 



  
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Якщо в отриманому розв’язку зафіксувати t у точці 
0t , то маємо профіль 
струни в момент часу 0tt  :  
,coscos),( 0
0
txtxu
tt


 
тобто косинусоїду з періодом 2  та амплітудою .cos 0t  
Якщо ж зафіксувати  x  в точці 0x , то отримуємо закон, за яким рухається 
точка струни з абсцисою 0xx  :  
,coscos),( 0
0
txtxu
xx


 
з якого можна побачити, що кожна точка струни здійснює просте гармонічне 
коливання з частотою 1  та амплітудою .cos 0x  
Точки з абсцисами ...},,2,1,0{   , 
2
)12(
      

 n
n
x  весь час руху 
залишаються нерухомими (оскільки для таких точок 0cos 0 x ), а точки з 
абсцисами ...},,2,1,0{  ,        nnx  коливаються з максимальними амплітудами 
(для таких точок 1cos 0 x ). При цьому всі точки струни разом у моменти часу  
...},,2,1,0{  , 
2
)12(
      

 n
n
t  минають положення рівноваги (в ці моменти 
часу 0cos t ). Рух такого типу називають стоячою хвилею. Точки струни, які 
весь час руху залишаються нерухомими, називають вузлами стоячої хвилі, а 
точки, які коливаються з максимальними амплітудами, її − пучностями. 
Побудуємо профіль струни у моменти часу },4,3,2,1,0{  , 
4
        

 n
n
t  
користуючись додаванням графіків прямої та зворотної біжучих хвиль. 
Із розв’язку задачі випливає, що функції, які визначають пряму та 
зворотну біжучі хвилі, мають вигляд 
).cos(
2
1
)(       ),cos(
2
1
)( txtxtxtx   
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Початкові профілі прямої та зворотної біжучих хвиль однакові: 
,cos
2
1
)( xx   тому на графіку  маємо дві косинусоїди, які накладаються одна 
на одну. Далі пряма хвиля рухається вправо, а зворотна − вліво. Їх профілі у 
відповідні моменти часу можна дістати, якщо змістити початковий профіль 
кожної з них уздовж осі Ох у відповідному напрямку на величину 
}.4 ,3 ,2,1,0{  ,  
4
    

n
n
. Результати подано на рис. 1.2. 
                                                              и 
 
                                                                       )0,(xu     1   
                                      xcos2
1                            xcos2
1  
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                                                              и 
                                            )( 4 x          ),( 4xu                   )( 4 x                            
   
                      2                                                    0                                                            2      х 
                                                                        − 2
2    
                                  )( 2 x                 и                )( 2 x  
   
                                                                                   ),( 2xu   
                                      
                      2                                                    0                                                            2      х 
                                                               
                                                              и 
                     )( 43 x                       ),( 43xu        2
2                                           )( 4
3 x                                               
  
 
                      2                                                    0                                                            2      х 
                                                               
                                                              и 
                        )(  x                            ),( xu                                       )(  x                                                
   
 
                      2                                                    0                                                            2      х 
                                                             
                                                        −1 
Рис. 1.2 
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Приклад 1.2.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння на прямій    
   ,0   ,   ,  txuu xxtt R    
      












,1   ,0
;10  ),1(2
;01  ),1(2
;1   ,0
)0,(
x
xx
xx
x
xu  
                 .   ,0)0,( R xxut  
             и 
                    2   
 
 
          −1           0       1       х 
Рис. 1.3 
Скласти вирази для функції ),( txu  та побудувати профіль струни у різні 
моменти часу. 
Розв’язування.  Початкові відхилення точок струни )(x  мають форму 
трикутника (рис. 1.3), початкові швидкості )(x  дорівнюють нулю, а 
коефіцієнт а = 1.  
Застосуємо формулу Даламбера (1.9). 
 
Зауваження. Нагадаємо, що визначена формулою (1.9) функція u  буде 
розв’язком задачі, якщо функція   неперервно диференційовна, а функція   
двічі неперервно диференційовна. Але функція, зображена на рисунку 1.3, не є 
скрізь неперервно диференційовна, отже, функція ),( txu  не може бути 
розв’язком нашої задачі. 
Але якщо трохи змінити початкові умови, замінивши   та   
диференційовними функціями, то таким початковим умовам буде відповідати 
розв’язок, зображений формулою (1.9). З іншого боку, цей розв’язок 
неперервно залежить від початкових функцій   та  , незалежно від того, 
диференційовні вони чи ні. Отже, функцію, зображену формулою (1.9), 
будемо вважати границею розв’язків рівняння (1.1) з більш гладкими умовами. 
Отримані таким граничним переходом розв’язки називають узагальненими. 
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Отже, за формулою (1.9) 
).(
2
1
)(
2
1
2
)()(
),( txtx
txtx
txu 

  
Розпишемо кожний доданок окремо: 












;1   ,0
;1  ),1(
;1  ),1(
;1   ,0
)(
2
1
tx
txttx
txttx
tx
tx           












.1   ,0
;1  ),1(
;1  ),1(
;1   ,0
)(
2
1
tx
txttx
txttx
tx
tx  
Проаналізувавши ці функції та враховавши парність функції  , 
випишемо розв’язок задачі при х  >  0.  
 Якщо 5,00  x , то 












.1   ,0
;11  ),1(5,0
;1  ),1(
;0   ),1(
),(
xt
xtxtx
xtxt
xtx
txu  
Якщо 15,0  x , то 












.1   ,0
;1  ),1(5,0
;1   ),1(5,0
;10   ),1(
),(
xt
xtxtx
xtxtx
xtx
txu  
Якщо 1x , то 












.1   ,0
;1  ),1(5,0
;11  ),1(5,0
;10   ,0
),(
xt
xtxtx
txtx
xt
txu  
Щоб знати форму розв’язку в певні моменти часу, випишемо   значення   
функції   ),( txu    для   трьох   інтервалів   часу      , ;1  ,1  ;5,0  ,0,5  0;   
обмежившись значеннями 0x . 
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Якщо 5,00  t , то 












.1   ,0
;11  ),1(5,0
;1  ),1(
;0   ),1(
),(
tx
txttx
txtx
txt
txu  
Якщо 15,0  t , то 












.1   ,0
;1  ),1(5,0
;1   ),1(5,0
;10   ),1(
),(
tx
txttx
txttx
txt
txu  
Якщо 1t , то 












.1   ,0
;1  ),1(5,0
;11  ),1(5,0
;10   ,0
),(
tx
txttx
xttx
tx
txu  
Побудуємо профіль струни в моменти часу },4 ,3 ,2 ,1{  ,
4
 n
n
t  
користуючись правилом  додавання  графіків  прямої  та  зворотної  біжучих  
хвиль (рис. 1.4). 
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                                    1         ),( 4
1xu    
     )( 4
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   −2            −1            0                 1               2           х  
                                          и  
                                    1          ),( 2
1xu  
                                         
  
   −2            −1            0                 1               2            х 
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     и  
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),( 4
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1      и  
                 1           
)1,(xu
 
                              
  
        −2            −1             0                 1               2           х 
   
Рис. 1.4 
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Приклад 1.3.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння на прямій 
   ,0   ,   ,  txuu xxtt R    
R, xxu    ,0)0,(  
.   ,
1
1
)0,(
2
R

 x
x
xut  
Побудувати профіль струни в моменти часу },3  ,2  ,1{t  додавши пряму 
та зворотну хвилі. 
Розв’язування. Початкові  відхилення  точок  струни     дорівнюють  
нулю,  а коефіцієнт а = 1. 
За формулою Даламбера (1.9) 
).( arctg
2
1
)( arctg
2
1
 arctg
2
1
1
1
2
1
)(
2
1
2
)()(
),(
2
txtxz
dz
z
dzz
a
atxatx
txu
tx
tx
tx
tx
atx
atx













 
Пряма й зворотна біжучі хвилі визначаються формулами 
 .)( arctg
2
1
)(             );( arctg
2
1
)( txtxgtxtxf   
При 0t  отримаємо початкові профілі цих хвиль: 
 , arctg
2
1
)(             ; arctg
2
1
)( xxgxxf   
які відрізняються лише знаком, тому 
 ,0 arctg
2
1
 arctg
2
1
)()( )0,(  xxxfxgxu  
що відповідає першій із початкових умов. 
Профілі прямої та зворотної хвиль і результати їх додавання подано на 
рис. 1.5, з якого видно, що зі зростанням t  відхилення точок струни від 
положення рівноваги зростає, але при  t  ці відхилення наближаються до 
2

.  Цей результат можна отримати, користуючись розв’язком задачі. Справді, 
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при фіксованому x  
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Рис. 1.5 
 
Приклад 1.4.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння на прямій 
   ,0   ,   ,  txuu xxtt R    
R, xxxu    ,cos)0,(  
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1
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2
R

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x
xut  
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Розв’язування. Застосуємо формулу Даламбера (1.9): 
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Профілі струни в моменти часу }3  ,2  ,1{t  зображено на рис. 1.6. 
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Рис 1.6 
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1.2 Задача Коші для неоднорідного хвильового рівняння  
 
Розглянемо задачу Коші для неоднорідного рівняння на прямій 
   ,0   ,   ),,(2  txtxfuau xxtt R                            (1.10) 
,   ),()0,( R xxxu                                                   (1.11) 
.   ),()0,( R xxxut                                                  (1.12) 
Шукатимемо розв’язок задачі (1.10)−(1.12) у вигляді 
),,(),(),( txwtxvtxu                                          (1.13) 
де  v  − розв’язок задачі Коші 
   ,0   ,   ,2  txvav xxtt R                                          (1.14) 
,   ),()0,( R xxxv                                                   (1.15) 
,   ),()0,( R xxxvt                                                 (1.16) 
а w  − розв’язок задачі Коші 
   ,0   ,   ),,(2  txtxfwaw xxtt R                            (1.17) 
,   ,0)0,( R xxw                                                         (1.18) 
.   ,0)0,( R xxwt                                                        (1.19) 
Розв’язок задачі (1.14)−(1.16) визначається формулою Даламбера (1.9): 
.)(
2
1
2
)()(
),( 





atx
atx
dzz
a
atxatx
txv                               (1.20) 
Щоб розв’язати задачу  (1.17)−(1.19), знайдемо спочатку розв’язок 
),,( txW  задачі Коші 
           ,   ,   ,
2  txWaW xxtt R                                  (1.21) 
                                     ,   ,0),,( R

xtxW
t
                                        (1.22) 
                                      ,   ),,(),,( R

xxftxW
tt
                               (1.23)     
де   відіграє роль параметра. Розв’язок задачі визначається формулою (1.9), в 
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якій слід змінити t  на t , тому що початковим моментом є не 0t , а t : 
.),(
2
1
),,(
)(
)(




tax
tax
dzzf
a
txW  
Тоді розв’язок задачі (1.17)−(1.19) набуде вигляду 
.),(
2
1
),,(),(
0
)(
)(0
 


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t tax
tax
t
dzzfd
a
dtxWtxw                     (1.24) 
Перевіримо цей факт, підставивши функцію (1.24) в задачу (1.17)−(1.19). 
Скористаємось правилом диференціювання інтеграла зі змінною верхньою 
межею за параметром, знаходимо 
  
t
t
t
ttt
dtxWdtxWtxWtxw
00
),,(),,(),,(),(               (1.25) 
унаслідок умови (1.22). Диференціюючи ще раз за t , отримаємо 
   
t
tt
t
tttttt
dtxWtxfdtxWtxWtxw
00
),,(),(),,(),,(),(        (1.26) 
унаслідок умови (1.23). 
Під час диференціювання за змінною х достатньо брати похідну від 
підінтегральної функції. Тому отримаємо 
.),,(),(
0
 
t
xxxx dtxWtxw                                           (1.27) 
З (1.26), (1.27) та рівняння (1.21) випливає, що функція ),( txw  
задовольняє рівняння (1.17). Крім того, з (1.24) та (1.25) очевидно, що функція 
w  задовольняє також і початкові умови (1.18) та (1.19). Таким чином, 
формула (1.24) дає розв’язок задачі Коші (1.17)−(1.19). 
Підставивши (1.20) та (1.24) в (1.13), отримаємо розв’язок початкової 
задачі (1.10)−(1.12) у вигляді 
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1
2
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dzzfd
a
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a
atxatx
txu      (1.28) 
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Приклад 1.5.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння на прямій 
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Розв’язування. Застосуємо формулу (1.28): 
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Профіль струни в моменти часу }2  ,1{t  подано на рис.1.7. 
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Рис. 1.7 
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Розв’язати задачу Коші на прямій: 
а)      ,0   ,   ,sin  txtuu xxtt R    
 R, xxu    ,0)0,(  
 .   ,1)0,( R xxxut  
 
Відповідь:     . sin)1(),( ttxttxu   
б)       ,0   ,   ,4  txxtuu xxtt R    
R, xxxu    ,)0,( 2  
.   ,)0,( R xxxut  
 
Відповідь:     . 
6
1
4),( 322 xttxtxtxu   
 в)       ,0   ,   , sin2  txxuau xxtt R    
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a
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t
txu 



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2. Необмежена струна збурена початковим 
локальним відхиленням, що має форму 
параболи (рис. 1.8). Скласти вирази для 
розв’язку та побудувати профіль струни в 
моменти часу }3  ,2  ,1{t . 
 
                     h 
     
 
      −c                             с 
 
Рис. 1.8 
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3.    Розв’язати задачу Коші на прямій: 
   ,0   ,   ,2  txuau xxtt R    
R, xxu    ,0)0,(  
 
).,(   ,0
),,(   ,
)0,(
0
  
ccx
ccxu
xut





   
Скласти вирази для розв’язку та побудувати профіль струни в моменти 
часу ,
4a
kc
t    }.6  ,4  ,2  ,0{k                                          
 
 
1.3 Властивості розв’язків задачі Коші для хвильового рівняння  
 
Лема 1.1. Якщо функції   та   є непарними функціями 
( ),()( xx   )()( xx   ), то розв’язок задачі (1.1),  (1.3) дорівнює  нулю  
при 0x , тобто 0),0( tu  для всіх .0t  
Доведення.  Підставимо у формулу Даламбера (1.9) :0x  
.)(
2
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)(
2
1
2
)()(
)(
2
1
2
)()(
),0( 

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

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
at
at
at
at
at
at
dzz
a
dzz
a
atat
dzz
a
atat
tu  
Підінтегральна функція є непарною як функція змінної ,z  а інтеграл від 
непарної функції по проміжку, симетричному відносно початку координат, 
дорівнює нулю. 
Отже, .0),0( tu  Лему доведено. 
 
Лема 1.2. Якщо функція   та   є парними функціями 
( ),()( xx   )()( xx   ), то похідна за просторовою змінною розв’язку 
задачі (1.1),  (1.3) дорівнює  нулю  при 0x , тобто 0),0( tux  для всіх .0t  
Доведення. Застосуємо формулу Даламбера (1.9): 
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

 

  
де   − первісна функції .  
Продиференцюємо за x  функцію ,u  задану формулою Даламбера (1.9), та 
покладемо :0x         
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
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





  
Перший доданок дорівнює нулю тому, що похідна від парної функції є 
функцією непарною, а другий – на підставі парності функції .   
Отже, .0),0( tux  Лему доведено. 
 
 
 
1.4  Початково-крайові задачі для хвильового рівняння  
в напівобмеженому інтервалі 
 
Розглянемо задачу про коливання однорідної достатньо довгої струни 
поблизу одного з кінців. При цьому коливання  залежать від початкових даних 
та типу закріплення найближчого кінця. Тоді можна вважати, що другий 
кінець перебуває на нескінченності й задача розглядається в напівобмеженому 
інтервалі ),0(  , тобто математично виникає початково-крайова задача для 
хвильового рівняння.  
 
Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що на кінці 0x  струну 
закріплено жорстко. Вона має вигляд 
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   ,0   ,0    ,2  txuau xxtt                                    (1.29) 
,0    ),()0,(  xxxu                                             (1.30) 
.0    ),()0,(  xxxut                                            (1.31) 
.0   ,0),0(  ttu                                                               (1.32) 
Продовжимо функції   та   на від’ємну піввісь непарним чином: 

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
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,0    ),(
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x  
Тоді функція 
 ,0   ,0    ,)(
2
1
2
)()(
),( 

 


txdzz
a
atxatx
txv
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задовольняє рівняння  
,2 xxtt vav   
початкові умови  
)()0,( xxv  , ),()0,( xxvt    x0  
та крайову умову  
0),0( tv   
(на підставі леми 1.1). 
Розглядаючи отриману функцію тільки при 0x  і ,0t  маємо функцію, 
яка задовольняє всі умови сформульованої задачі. 
Отже, розв’язок задачі (1.29)(1.32) подається у вигляді  
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          (1.33) 
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Приклад 1.6. Напівобмежена струна, яка 
жорстко закріплена  на  кінці  х = 0,  збуджена  
початковим відхиленням, зображеним на рис. 1.9, 
за відсутності початкового імпульсу. Зобразити 
профіль струни, якщо 1a , в моменти часу 

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           и 
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     1 
  
 
      0          1           2         3        х 
 
Рис. 1.9 
Розв’язування. Розв’язок задачі 
можна отримати, скориставшись 
результатом леми 1.1, тобто 
продовжуючи початкові дані на 
від’ємну піввісь непарним способом.  
Далі слід додати у розгляду-
ваний момент часу профілі прямої, 
зворотної біжучих хвиль та їх 
непарних продовжень, але результат-
ти додавання треба розглядати лише 
при .0x  Профілі струни зображено 
на рис. 1.10. 
З рисунка видно, що до моменту 
часу 1t  процес коливань проходить 
так само, як і у випадку необмеженої 
струни. Але як тільки хвиля, що 
рухається вліво, дійде до початку  
координат,  туди  ж  дійде  і хвиля, 
що   рухається  вправо  по   від’ємній     
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Рис. 1.10 
півосі. У наступні моменти часу ці дві хвилі накладаються одна на одну, що 
відповідає процесу відбивання зворотної хвилі від закріпленого кінця. 
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Профіль хвилі зменшується, потім зникає і знову виникає з протилежним 
знаком, тобто відхилення точок змінюють свій знак: кажуть, що фаза хвилі 
змінила знак. Після цього дві хвилі, що перебувають у протилежних фазах, 
рухаються вправо з однаковою швидкістю. 
  
Приклад 1.7. Розв’язати початково-крайову задачу для хвильового 
рівняння:  
        ,0   ,0    ,  txuu xxtt  
                                          ,0    ,)0,(
2  xxxu  
  .0    ,sin)0,(
2  xxxut  
                                                  .0   ,0),0(  ttu                               
Розв’язування. Застосуємо формулу (1.33): 
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Зінтегрувавши та провівши необхідні спрощення, отримаємо 
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Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що кінець 0x  вільний, 
тобто задачу 
   ,0   ,0    ,2  txuau xxtt                                    (1.34) 
,0    ),()0,(  xxxu                                             (1.35) 
,0    ),()0,(  xxxut                                            (1.36) 
.0   ,0),0(  ttux                                                            (1.37) 
Продовжимо функції   та   на від’ємну піввісь парним чином 
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задовольняє рівняння ,2 xxtt vav   початкові умови )()0,( xxv  , )()0,( xxvt   
при  x0  та крайову умову 0),0( tvx  (на підставі леми 1.2).  
Отже, розв’язок задачі (1.34)(1.37) матиме  такий вигляд при 0x : 
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Приклад  1.8.  Напівобмежена струна, кінець 0x  
якої вільний,  збуджена  початковим  відхиленням, 
зображеним на рис. 1.11, за відсутності початкового 
імпульсу. Зобразити профіль струни в моменти часу 
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Рис. 1.11 
Розв’язування. Розв’язок задачі 
можна отримати продовжуючи почат-
кові дані на від’ємну піввісь парним 
чином.  
Профілі струни, які отримано 
аналогічно до прикладу 1.6, зображено 
на рис. 1.12. 
У наступні моменти часу профіль 
хвилі     збільшується,     незакріплений  
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кінець підіймається вгору, потім 
опускається вниз. Далі знову 
утворюється хвиля, при цьому 
відхилення точок не змінюють свій 
знак. Після цього дві хвилі, що   
перебувають      в     однакових     фазах,  
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Рис. 1.12 
рухаються вправо з однаковою швидкістю. 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Розв’язати початково-крайову задачу для хвильового рівняння  
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2. Напівобмежена струна, яка жорстко 
закріплена на кінці 0x , збуджена почат-
ковим відхиленням, зображеним на рис. 1.13, 
за відсутності початкового імпульсу. Зобразити 
профіль струни в моменти часу 
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Рис. 1.13 
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3. Розв’язати початково-крайову задачу для хвильового рівняння  
         ,0   ,0    ,9  txuu xxtt  
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4. Напівобмежена струна, кінець 0x  якої 
вільний, збуджена початковим відхиленням, 
зображеним на рис. 1.14, за відсутності 
початкового імпульсу. Зобразити профіль 
струни в моменти часу 
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Рис. 1.14 
 
1.5  Задача Коші для багатовимірних хвильових рівнянь 
 
Розглянемо задачу Коші для тривимірного хвильового рівняння: 
   ,0   ,),,(   ),(2  tzyxuuuau zzyyxxtt
3
R                         (1.39) 
,),,(  ),,,( )0,,,( 3R zyxzyxzyxu                                        (1.40) 
 .),,(   ),,,()0,,,(
3
R zyxzyxzyxut                                      (1.41) 
Припустимо, що функція     неперервна разом зі своїми частинними 
похідними до третього порядку включно, а функція    − до другого порядку 
включно   в  . 3R     Функція    f   неперервна    разом   із   своїми   частинними 
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похідними до другого порядку включно в ).,0[ 3R    
Розв’яжемо задачу за допомогою формули Кірхгофа 
 
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atat SS
d
ta
d
tta
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           (1.42) 
для всіх ),,0(),,,(  3Rtzyx  де  
atK  − куля з радіусом at  і центром у точці 
);,,( zyx
atS  − її межа, тобто сфера з радіусом at .  
Виведення цієї формули наведено в [20],  тут розглянемо лише фізичну 
інтерпретацію розв’язку. 
Обмежимось випадком, коли початкове збурення відмінне від нуля лише 
в деякій обмеженій області V (рис. 1.15). Нехай ),,( zyxM  − точка, яка лежить 
поза  областю V. Позначимо  через r   і R  найменшу та  найбільшу  з  відстаней  
точки  М  до  точок  області   V.  При  
a
r
t    сфера  
atS   
перебуває поза областю V, тому функції   і   на 
сфері 
atS  дорівнюють нулю. Із формули Кірхгофа 
(1.42) випливає, що .0),,,( tzyxu  Це означає, що 
початкове  збурення  не  встигло  дійти  до  точки  М  
  
                     V 
                        
              R  
                                r  
           
                                 М 
   
 
Рис. 1.15 
і вона ще перебуває у стані спокою. При 
a
r
t   сфера atS  доторкнеться до 
поверхні, яка обмежує область V, і  передній  фронт  хвилі  дійде  до  точки  М.  
З  цього моменту і до моменту 
a
R
t   сфера atS  перетинатиме область V. 
Функції   і   відмінні від нуля і за формулою (1.42) матимемо 0),,,( tzyxu , 
тобто точка М буде здійснювати коливання. Нарешті, при 
a
R
t   сфера atS  не 
буде мати спільних точок з областю V, тому на підставі (1.42) матимемо 
,0),,,( tzyxu  тобто точка  М знову буде перебувати в стані спокою. Моменту 
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a
R
t   відповідає проходження заднього фронту хвилі через точку М. 
Передній фронт хвилі в заданий момент часу являє собою поверхню, що 
відокремлює точки, які вже коливаються, від точок, які ще не почали 
коливатися. Задній фронт хвилі відокремлює точки, які ще коливаються, від 
точок, коливання яких вже припинилося. При цьому стала а є швидкістю 
поширення фронту хвилі. 
Отже, початкове збурення, локалізоване в просторі, викликає в кожній 
точці М простору дію, локалізовану в часі, при цьому спостерігається 
поширення сферичної хвилі з чітко окресленими переднім і заднім фронтами 
(принцип Гюйгенса). 
Для випадку неоднорідної задачі Коші: 
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.0   ,),,(  tzyx 3R                                            (1.43) 
 
Приклад 1.9.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння  
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Розв’язування. Відповідно до формули (1.43) 
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Обчислимо послідовно інтеграли в цій формулі, перейшовши до 
сферичних координат за формулами 
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де     ,  ,  − координати точок сфери tS  у системі координат Oxyz ;    ,  ,r  − 
сферичні координати точок сфери 
tS  у системі координат із центром у точці 
).,,( zyxM  
Обчислимо перший з інтегралів: 
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Обчислюючи другий інтеграл, отримаємо 
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Нарешті, для третього інтеграла маємо 
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оскільки 
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Отже, 
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Розглянемо задачу Коші для двовимірного хвильового рівняння: 
   ,0   ,),(   ),(2  tyxuuau yyxxtt
2
R                 (1.44) 
,),(  ),,( )0,,( 2R yxyxyxu                               (1.45) 
 .),(   ),,()0,,(
2
R yxyxyxut                             (1.46) 
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Повернемось до задачі Коші (1.39)−(1.41).  Функції     та    з умов (1.40) 
та (1.41) є функціями трьох змінних х, у і z , але якщо ці функції не залежать 
від z , то функція и, що визначена формулою (1.42), також не залежатиме від 
z . Тоді її можна розглядати як розв’язок задачі для двовимірного випадку 
(1.44)−(1.46). 
У формулі (1.42) інтегрування йде по сфері 
atS . Унаслідок незалежності 
початкових даних від z  інтегрування по верхній півсфері можна замінити 
інтегруванням по кругу 
atC , який утворюється у разі перетину кулі  atK  із 
площиною Оху. Елемент площі сфери ds  пов’язаний з  елементом площі 
площини d  співвідношенням ,cos   dds  де .
)()(
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2222
at
yxta 
    
Тоді, врахуваши, що інтегрування по нижній півсфері приводить до того 
ж самого результату, що й інтегрування по верхній півсфері, отримаємо 
формулу 
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                            (1.47) 
яка й дає розв’язок задачі Коші для двовимірного хвильового рівняння 
(1.44)−(1.46). Формулу (1.47) називають формулою Пуассона. 
Метод, яким вона отримана, називають методом спуску, тому що 
розв’язок задачі на площині одержано з розв’язку відповідної просторової 
задачі «спуском»  до меншої кількості змінних. 
Для фізичної інтерпретації отриманої формули припустимо, що початкове 
збурення відмінне від нуля тільки в деякій області D площини Оху, яка 
обмежена контуром L. Нехай точка М(х,у) лежить поза областю D. Позначимо 
через r  і R  найменшу та найбільшу з відстаней від точки М до точок області 
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D. Для моментів часу 
a
r
t   функції   і   дорівнюють нулю, тому з формули 
(1.47) випливає, що .0),,( tyxu  Отже, початкове збурення ще не дійшло до 
точки М. У момент 
a
r
t   в точку М приходить передній фронт хвилі. Для 
значень 
a
R
t   круг atC  буде вміщувати в себе всю область D, тому  отримаємо 
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У цьому разі після моменту часу 
a
R
t   функція ),,,( tzyxu  не 
перетворюється в нуль, як у тривимірному випадку, а початкове збурення, 
локалізоване в просторі, викликає у кожній точці М простору дію, не 
локалізовану в часі. Хвиля, яка виникає у цьому випадку, має передній фронт, 
але не має заднього фронту (принцип Гюйгенса не справджується). 
 
Для випадку неоднорідної задачі Коші 
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.0   ,),,(  tzyx 2R                                                            (1.48) 
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Приклад 1.10  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння  
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









 
tt CC yxt
dd
yxt
dd
t
tyxu
222222
22
)()(2
1
)()(
)(
2
1
),,(
.
)()()(
6
2
1
0
222













  

ddd
yxt
t
Ct
 
Обчислимо послідовно інтеграли в цій формулі, перейшовши до 
полярних координат за формулами 
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Обчислюючи другий інтеграл, отримаємо 
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Нарешті, для третього інтеграла маємо 
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Отже, 
.0   ,),,(
,)1(22)(2(
2
1
),,( 222322 












tzyx
txytyxxytxytyxt
t
tyxu
2
R
 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі Коші:  
1.        ,0   ,),,(   ,22  tzyxtxuuuu zzyyxxtt
3
R  
 
,),,(  ,)0,,,( 2 3R zyxyzyxu  
.),,(   ,)0,,,( 2 3R zyxzzyxut  
Відповідь:   .
45
2
12
1
3
8
8),,,( 6243222 txttttzytzyxu     
2.        ,0   ,),,(   ,cossin6 2  tzyxzyteuuuu xzzyyxxtt
3
R  
,),,(  ,2cos)0,,,( 3R  zyxzezyxu yx  
.),,(   ,5sin)0,,,( 43 3R  zyxxezyxu zyt  
Відповідь:   .cossin5sin2cos),,,( 2343 zyetxtezetzyxu xzyyx      
3.        ,0   ,),(   ,sin  tyxytuuu yyxxtt
2
R  
,),(  ,)0,,( 2 2R yxxyxu  
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.),(   ,sin)0,,( 2R yxyyxut  
Відповідь:   .sin),,( 22 yttxtyxu     
4.        ,0   ,),(   ,3 23  tyxxyxuuu yyxxtt
2
R  
 
,),(  ,cos)0,,( 2R yxyeyxu x    
.),(   ,sin)0,,( 2R yxxeyxu yt  
Відповідь:   .coscos)3(
2
1
),,( 232 xteyexyxttyxu yx     
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2. Метод відокремлення змінних 
 
2.1  Загальна схема методу відокремлення змінних 
 
Нехай в області G  Rn точок ),...,,(
21 n
xxx  для рівняння   
                                     Lu =0 ,                                                    (2.1) 
де L – диференціальний вираз, який будемо надалі називати оператором, 
поставлено задачу, тобто задано систему додаткових умов Diu=0,  mi  ,... ,1 , 
які забезпечують єдиність розв’язку рівняння (2.1). 
Виділимо клас задач, для яких виконано дві умови: 
I. Для рівняння (2.1) і частини додаткових умов Diu=0,  1 ,... ,1 mi , 
,1 mm   правильним є принцип накладання (суперпозиції), тобто, якщо u1 і u2   
– два розв’язки рівняння (2.1), які задовольняють умови Diu=0,   1 ,... ,1 mi , 
то й функція u=
1 u1+ 2 u2 при всіх { 1 , 2 }R є розв’язком рівняння (2.1), що 
задовольняє всі додаткові умови Diu =0,  1,,...1 mi . 
Ця властивість буде виконана тоді й лише тоді, коли оператори  L і Di, 
 1 ,... ,1 mi ,  лінійні. 
Таким чином, перша умова рівносильна лінійності операторів L і Di, 
 1 ,... ,1 mi . 
. Простір nR  може бути зображений у вигляді прямого добутку двох 
підпросторів: nR = РQ,  Р = 1 2{( , ,..., )}kx x x ,  Q = )},...,,{( 21 syyy ,  k+s = n, 
таких, що дії операторів L і Di,  1 ,... ,1 mi , є накладанням операцій тільки в 
підпросторі Р або в підпросторі Q.  
В іншій формі ця умова розпадається на дві : 
1.  Оператор L можна зобразити у вигляді 
                                L= LP+ LQ ,                                                            (2.2) 
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де LP – оператор, що містить операції тільки за змінною x;  LQ – оператор, що 
містить операції тільки за змінною y. 
2.  Частина додаткових умов Diu=0,  1 ,... ,1 mi , виражаються тільки 
через операції за змінною x. Нехай цими умовами є Diu=0,  2 ,... ,1 mi , 
12 mm  .  
Якщо виконано ці дві умови, то 
                       )()()()( xLyyxL PP   ,                                         (2.3) 
                        )()()()( yLxyxL QQ  ,                                           (2.4) 
оскільки для оператора LP множник  )(y  є сталою при фіксованому  у ; 
аналогічна ситуація з оператором LQ; 
                    )()()()( xDyyxD ii  ,   2 ,... ,1 mi  ,                             (2.5) 
і, отже,  
                   0)()(  yxDi   xDi ( ) = 0,  2 ,... ,1 mi .                        (2.6) 
Для виділеного класу задач метод відокремлення змінних полягає в 
знаходженні окремих розв’язків задачі 
                   
 




2 ,... ,1 ,0
,0
miuD
Lu
i
                                                      (2.7) 
і зображення розв’язку вихідної задачі лінійною комбінацією розв’язків цієї 
задачі.  
Будемо шукати ненульові розв’язки задачі (2.7) у вигляді 
                      ).()(),( yxyxu   
Тоді на підставі (2.2)−(2.4) та (2.6) задача (2.7) рівносильна задачі  
 




)9.2(                                    . ,... ,1  ,0)(
)8.2(                          ,0)()()()(
2mixD
yLxxLy
i
QP
 
Поділивши (2.8) на ),()( yx   отримаємо 
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Відбулося відокремлення змінних: ліва і права частини рівності – функції  
різних змінних. Оскільки ця рівність повинна виконуватися тотожно в області 
G, то це можливо тоді й лише тоді, коли обидві частини рівності є сталими. 
Рівняння (2.10) рівносильне системі 
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Тому задача (2.8), (2.9) рівносильна системі 
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         2 ,... ,1 mi ;                         (2.11) 
і задача (2.7) розпалася на задачу тільки для функції x( ) і рівняння для 
функції )(y . 
Задача 
            
 




, ,... ,1 ,0)(
),()(
2mixD
xxL
i
P
                                                            (2.12) 
має нетривіальні розв’язки (дуже часто на ці розв’язки ще накладаються 
додаткові умови, які виникають із фізичної моделі явища) тільки при певних 
значеннях . Ці значення параметра  (параметра відокремлення) називають 
власними значеннями задачі (2.12), а разом із нею й задачі для рівняння (2.1), а 
відповідні їм нетривіальні розв’язки x( ) – власними функціями задачі (2.12) і 
відповідної задачі для рівняння (2.1).  
Нехай n, n{1, 2, ...},  власні значення і xn ( ), )(yn   розв’язки 
системи   (2.11),   які   відповідають   цим   власним   значенням.  Тоді  виникає  
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набір розв’язків задачі (2.7) 
                  )()(),( yxyxu nnn  ,  n{1,2, ...}. 
А це дозволяє описати всі розв’язки вихідного рівняння у вигляді ряду 
               



1
).,(),(
n
nn yxuCyxu                                           (2.13) 
Коефіцієнти 
nC , n{1, 2, ...}, знаходимо з вимоги виконання додаткових умов, 
що залишилися, тобто 
Diu =0,  mmi  ..., ,12   
Природно вимагати: 
1) збіжність ряду (2.13); 
2) комутативність операцій додавання й дій операторів  LP   і LQ  : 
LP 







1
)()(
n
nnn yxC  = 

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)()(
n
nPnn xLyC , 
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






1
)()(
n
nnn yxC  = 



1
)()(
n
nQnn yLxC . 
Ці умови виконані, якщо ряд (2.13) і ряди, які виникли в результаті дій 
операторів, збігаються рівномірно. 
Варто одразу зауважити, що можливості методу відокремлення змінних 
обмежені, тому що ряд (2.13) описує лише порівняно вузький клас розв’язків 
задачі для рівняння (2.1). 
Може виявитися, що якийсь процес не може бути описаним за допомогою 
ряду (2.13) (див., наприклад, розв’язок задачі про поздовжні коливання). 
Суттєвим недоліком методу відокремлення змінних є обмеженість 
використання заміни змінних при описуванні явища через необхідність 
зберігати зображення оператора L у вигляді (2.2). 
Крім того, ми часто стикаємося з повільною збіжністю ряду (2.13), що 
обмежує можливість практичного використання отриманого розв’язку. 
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Але разом із тим, метод відокремлення змінних має велику перевагу – це 
простота побудови розв’язків і простота фізичної інтерпретації отриманих 
розв’язків. 
Нижче ми розглянемо застосування цього методу до різних задач 
математичної фізики. 
  
2.2  Застосування методу до розв’язування однорідних задач 
 
Розглянемо метод відокремлення змінних для однорідного рівняння 
гіперболічного типу й однорідних крайових умов, тобто знайдемо функцію 
u(х,t), що задовольняє при  t  0 рівняння 
                       div ( p gradu)  qu =utt                                           (2.14) 
в області  GRn ,  n{1,2,3}, обмеженої кусково-гладкою поверхнею G  , де 
функція р неперервно диференційовна в G, функції , q неперервні в 
GGG    ,  > 0,  р > 0,  q  0;  u(х,t)  двічі  неперервно  диференційована  в  
G   і задовольняє крайову умову  
,0








G
hu
n
u
k
                                         (2.15)
 
де k, h – задані невід’ємні функції, які не перетворюються на нуль одночасно, 
n – зовнішня нормаль до ; G  та початкові умови  
).(          ),(
0
0 x
t
u
xu
t
t 





                            (2.16) 
Якщо ввести позначення L(u) = div(pgradu)qu,  то рівняння (2.14) можна 
записати у вигляді 
                            L(u) =  utt .                                                           (2.17) 
Рівняння (2.14) і крайова умова (2.15)  лінійні  й однорідні. Тому, якщо  u1  
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і u2 є розв’язками рівняння (2.14), які задовольняють умову (2.15), то й 
функції u=С1u1+С2u2, де  С1 і С2 – довільні сталі, будуть також розв’язками 
рівняння (2.14), що задовольняють умову (2.15). 
Спробуємо за допомогою суперпозиції всіх лінійно незалежних власних 
розв’язків, які задовольняють умову (2.15), задовольнити і початкові умови 
(2.16). Для цього будемо шукати нетривіальні розв’язки рівняння (2.14), які 
задовольнятимуть крайову умову (2.15), у класі функцій вигляду Х(х) Т(t), де 
функції Х, Т достатню кількість разів неперервно диференційовні в 
розглянутих областях. Підставляючи функцію ХТ в (2.17) і ділячи обидві 
частини цього рівняння на ХТ, отримуємо 
                            
T
T
X
XL 


)(
. 
Щоб ця рівність була тотожною, необхідно й достатньо, щоб обидва дроби 
X
XL

)(
  і  
T
T 
 дорівнювали одній і тій же сталій – : 
T
T
X
XL 


)(
. 
Отже, повинні виконуватися тотожності 
Т  + Т = 0,               L(X) + X = 0 
і за функції  Т(t) і Х(х) треба брати нетривіальні розв’язки рівнянь 
                           Т  + Т = 0 ,                                               (2.18) 
                                   L(X) + X = 0 ,                                              (2.19) 
причому функція Х(х) повинна задовольняти крайову умову 
                           .0







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G
hX
n
X
k                                            (2.20) 
Задача  (2.19), (2.20)   називається  задачею   ШтурмаЛіувілля.   Вона  має 
нетривіальні розв’язки не при всіх значеннях параметра . 
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Означення. Значення , при яких задача (2.19), (2.20) має нетривіальні 
розв’язки, називають власними значеннями крайової задачі (2.19), (2.20), а 
відповідні їм нетривіальні розв’язки – власними функціями цієї задачі. 
Нехай задача ШтурмаЛіувілля (2.19), (2.20) має нетривіальні розв’язки: 
Х1(х), Х2(х), ..., Хn(х), ... –  власні функції; 1, 2, ...,n, ... – відповідні власні 
значення. 
Зауваження. Оператор L(Х) = div(p gradХ)qХ є самоспряженим на класі 
функцій, що задовольняють умови достатньої гладкості в GG    і крайові 
умови (2.20) на . G  Тому власні функції крайової задачі будуть 
ортогональними з вагою  (х). 
Для кожного власного значення n  знаходимо розв’язки рівняння (2.18). 
Його загальний розв’язок має вигляд 
     Тn (t) = Сn cos tDt nnn  sin . 
Таким чином, конкретними розв’язками рівняння (2.14), які задовольняють 
крайові умови (2.15), є функції вигляду 
un(х,t)= (Сn cos tDt nnn  sin )Хn(х). 
Візьмемо суму таких конкретних розв’язків для всіх власних значень: 
                    u(х,t)= )()sincos(
1
xXtDtC nnn
n
nn 


.                      (2.21) 
Якщо коефіцієнти Сn і Dn спадають настільки швидко, що збігається 
рівномірно не тільки ряд (2.21), але й ряди 
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  , 
то сума ряду (2.21) буде розв’язком рівняння (2.14), яке задовольняє крайові 
умови. Припускаючи рівномірну збіжність ряду (2.21), вибираємо коефіцієнти 
Cn    і    Dn   так,  щоб   задовольнялися    початкові    умови.   Очевидно,   повинні 
виконуватися рівності  
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Помноживши всі члени рівностей (2.22), (2.23) на (х)Хn(х) та 
зінтегрувавши по області G, внаслідок  ортогональності власних функцій Хn(х) 
отримуємо 
                    Cn =  
G
n
n
dxxXxx
X
,)()()(
1
2
                                         (2.24) 
                    Dn =  
 G
n
nn
dxxXxx
X
,)()()(
1
2
                                             (2.25) 
де nX  – норма функції  Хn,  (x) – вагова функція. 
Отже, розв’язком початково-крайової задачі (2.14)–(2.16) є сума ряду 
(2.21), де Сn  і Dn  визначаються за формулами (2.24), (2.25). 
Функції un(х,t) можна записати у вигляді 
un(х,t) = Вn sin )()( xXt nnn  , 
де  
Вn = ;
22
nn DC      
n
n
n
D
C
arctg . 
Рухи, описані такими функціями, називаються власними коливаннями (чи 
стоячими хвилями); u1(х,t) – основний тон, а u2(х,t), u3(х,t),... – обертони. Числа 
,, 21  ... називаються частотами власних коливань. Частоти власних 
коливань не залежать від початкових умов, характеризують властивості 
коливальної системи й визначаються фізичними параметрами системи 
(наприклад, швидкістю звуку в середовищі), геометричними факторами 
(формою, розмірами) та умовами на межі області. 
Власна   функція   Вn Хn(х)   визначає   профіль   амплітуди   стоячої   хвилі. 
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Вузлами стоячої хвилі називаються точки хm, в яких Xn(xm)=0, що залишаються 
нерухливими протягом усього часу. Точки хk, в яких Хn(хk) набуває 
максимального за абсолютною величиною значення, називаються  пучностями 
стоячої хвилі. У пучностях коливання відбуваються з максимальною 
амплітудою. 
Для рівняння параболічного типу 
                               div ( p qrad и)  qи = иt                                           (2.26) 
при крайовій умові  
                    
0








G
hu
n
u
k
                                            (2.27) 
і початковій умові  
                                
0t
u                                                   (2.28) 
методом відокремлення змінних, аналогічно до попереднього випадку, 
отримуємо 
u(х,t) = 

1
)()(
n
nn xXtT ,                                             (2.29)   
де Хn  власні функції задачі (2.19), (2.20), які відповідають власним 
значенням n, а  Тn  є розв’язком рівняння      
Тn + nТn = 0, 
який має вигляд  Тn = 
t
n
neC

. Сталі Сn  знаходяться за формулами (2.24). 
Приклад 2.1. Розглянемо задачу про поперечні коливання струни, 
закріпленої на кінцях. Ця задача зводиться до рівняння 
                
2
2
2
2
2
  x
u
a
t
u





,    0 < x < l,    0 < t < ,                        (2.30) 
при крайових умовах 
                              и(0,t) = 0,  и(l,t)= 0,  0 ≤ t < ,                                ( 2.31) 
і початкових умовах 
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                  и(х,0)= (х),     иt(х,0)= (х),    0 ≤ x ≤ l.                              (2.32) 
Розв’язування. Умовою узгодженості є рівності (0)=0, (l)=0. Серед 
функцій вигляду Х(х)Т(t) шукаємо розв’язки рівняння (2.30), які 
задовольняють тільки крайові умови. Підставляючи Х(х)Т(t) в рівняння, 
отримуємо 
                    .
)(
)(
)(
)(
2




tTa
tТ
xX
xX
                                                      
Отже, 
  0)()(
2  tTatT ,                                            (2.33) 
    0)()(  xXxX ,                                                             (2.34) 
       Х(0) =0 ,   Х (l)  = 0.                                            (2.35) 
При    0 задача (2.34) − (2.35) не має нетривіальних розв’язків. Дійсно, 
загальний розв’язок рівняння (2.34) має вигляд  
Х(х) = xx eCeC   21 . 
Крайові умови (2.35) дають 
Х(0) = С1  + С2 = 0, 
Х(l) = ll eCeC   21   , 
тобто  C1 =  C2    і   C1(
le   )le   = 0. У  нашому  випадку  число  l   − 
додатне, так що le   le   0. Тому C1 = 0, C2 = 0 і, відповідно, Х  0. 
При   = 0  також  не  існує  нетривіальних  розв’язків.  Дійсно,  в  цьому 
випадку  загальний  розв’язок  рівняння  (2.20)  має  вигляд   Х(х) = C1 х + C2 . 
Крайові умови дають 
Х(0) =   02021   CCxC x , 
Х(l) = C1 l = 0, 
тобто C1 = 0 і C2= 0  і, відповідно, Х  0. 
При  0 загальний розв’язок рівняння (2.34) має вигляд  
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xBxAxX  sincos)( ,                                                               
 де  A  і  B – довільні сталі. При  х = 0 знаходимо А = 0. Отже, Х(х) = В xsin  і 
В0 (оскільки  Х 0). З крайової умови (2.35) при х=l знаходимо  В 0sin l , 
звідки 0sin l , і, отже, l = n  і  222 / lnn  , n{1,2,3…}, – власні 
значення. Відповідними їм власними функціями є 
Хn (х) = x
l
n
sin ,  х[0,l], 
 (В=1 без обмеження загальності). 
Для кожного 
n  з (2.33) знаходимо  
Тn (t) = t
l
na
Dt
l
na
C nn



sincos  . 
Розв’язком задачі (2.30)(2.32) буде функція 
и(х,t) =








 


1
sinsincos
n
nn x
l
n
t
l
na
Dt
l
na
C , 
де  



l
n xdx
l
n
x
l
C
0
sin)(
2
,       




l
n xdx
l
n
x
na
D
0
sin)(
2
, 
оскільки 
 


l
n
l
xdx
l
n
X
0
22
2
sin . 
Розглянемо два конкретних випадки цієї задачі. 
1.  Якщо в початковий момент часу струну відтягнемо вгору в точці  х=с, 
потім відпустимо, дозволивши їй здійснювати вільне коливання, то матимемо 
0
,0 ,                
( , ) ( )
( )
, ,
t
h
x x c
l
u x t x
h l x
c x l
l c


 
  
  
 
.0)(0 


 x
t
u
t
 
Тоді 
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Сn = 


l
xdx
l
n
x
l 0
sin)(
2
= 
c
xdx
l
n
x
l
h
l
0
sin
2 
 + 
+ 


l
c
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2
  , 





l
n xdx
l
n
x
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D
0
sin)(
2
= 0. 
Отже, 
 
.cossinsin
12
),(
1
22
2
t
l
na
x
l
n
l
cn
nclc
hl
txu
n


 


 
Кожна точка струни  х0  здійснює гармонічні коливання з амплітудою  
  022
2
sinsin
2
x
l
n
l
cn
nclc
hl 

 
і  частотою  
l
na
n

 . 
Якщо  х=с=l/2, то в розв’язку будуть відсутні всі парні гармоніки, бо при 
парному n 
l
cn
sin = 0 і тому Cn=0. Отже, в розв’язку будуть відсутні ті 
гармоніки, які мають вузол у точці х=с. Точки  хm = m
l
n
, m{1,2,3,… n1},  є 
вузлами стоячої хвилі иn(х,t) (оскільки 
l
n
sin хm=0), а точки  l
n
k
xk
2
12 
 ,  
k{1,2,3,… n1}, − її пучностями (оскільки 
l
n
sin хk = 1). 
  Вузли  *  Пучності  
n = 1  - l/2                            и1 
n = 2 l/2 l/4, 3l/4                            и2 
n = 3  l/3, 2l/3 l/6, l/2, 5l/6                            и3 
n = 4 l/4, l/2, 3l/4 l/8, 3l/8, 5l/8, 7l/8                            и4 
... ... ... ... 
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Енергія стоячої хвилі (n-ї гармоніки) для випадку поперечних коливань 
струни дорівнює 
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

, 
де m = l − маса струни, Т = a2 . 
2.  Якщо в початковий момент часу струна отримує удар від молоточка в 
точці х=с так, що початковий імпульс, що передається струні, виражається у 
вигляді 
       
 




 




,0
 ,
)(
cos
)(
0
0
h
cx
V
t
t
u
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 якщо x c
h
 
2
,  
 якщо x c
h
 
2
, 
де  с  
h
2
0  , с + 
h
l
2
 ,  а початкове відхилення дорівнює нулю, тоді  Сn = 0 , 
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0     при  n = 
l
h
  . 
Отже, 
и(х,t) = 

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
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якщо 
l
h
 не є натуральним числом. 
Кожна точка струни  х0  здійснює гармонічні коливання 
иn(х0,t) = t
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Якщо  
2
l
c  ,  то  при  парному  n  иn (х0,t )=0,  бо  для  такого  n  0sin 

l
nc
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і  Dn = 0.  Вузли й пучності в даній задачі такі ж, як і в попередній. Енергія  n-ї 
гармоніки 
Еn =
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Приклад 2.2. Струна з жорстко закріпленими кінцями збуджується 
ударом гострого молоточка, який передає їй імпульс І в точці х0. Знайти 
коливання струни, якщо початкове відхилення дорівнює нулю.  
Розв’язування. Ця задача зводиться до розв’язування початково-крайової 
задачі 
  
2
2
2
2
2
x
u
a
t
u





 ,       0 < x < l ,          0 < t <  , 
и(0,t) = 0 ,               и(l,t) = 0,        0 ≤ t <  , 
             и(x,0) = 0,       иt (x,0) = )( 0xx 


,   x[0, l] \{x0},  
де (х) − дельта-функція. 
Розв’язування аналогічної задачі розглянуто в прикладі 2.1. Якщо 0,   
 0, то розв’язок такої задачі визначається рядом  
и(x,t)= 

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
1
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де   Dn = .sin)(
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Для нашої задачі 
0
0
0 sin
2
sin)(
2
x
l
n
na
I
d
l
n
x
I
na
D
l
n






  , 
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0 xfdfx
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  
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Тому розв’язок потрібної задачі записується у вигляді 
и(x,t)= t
l
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x
l
n
x
l
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I
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
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Зауваження. Можна вважати, що імпульс  I  рівномірно розподілений по 
відрізку ],0[],[ 00 lxx  .Тоді  
и(x,0) = 
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і розв’язок початково-крайової задачі записується у вигляді 
            и(x,t)= t
l
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. 
Переходячи в цьому виразі до границі при 0 , отримуємо розв’язок задачі 
з прикладу 2.2. 
 
Приклад 2.3.  Розв’язати першу початково-крайову задачу для 
однорідного хвильового рівняння на відрізку 
,0   ),1,0(     ,4  txuu xxtt                                         
,0),1(     ,0),0(  tutu                                                 
).1()0,(    ,0)0,( xxxuxu t                                       
Розв’язування. Розв’язок задачі шукаємо у вигляді ряду (див. приклад 2.1) 
  .sin2sin2cos),(
1




n
nn nxntDntCtxu  
Знайдемо коефіцієнти 
nC  і nD , за яких ),( txu  задовольняє початкові 
умови. 
 Поклавши 0t , отримаємо 
.0sin
1


n
n nxC  
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Звідси .0nC  
Диференціюємо ряд 
  .sin2cos22sin2
1






n
nn nxntnDntnC
t
u
 
Покладаючи тут 0t  і застосовуючи другу початкову умову, одержуємо 




1
).1(sin2
n
n xxnxnD  
 
Звідси внаслідок формули 




l
n xdx
l
n
x
na
D
0
sin)(
2
 випливає, що  
.0    ,
)12(
4
24412


 kk D
k
D  
Підставивши знайдені коефіцієнти в ряд, отримаємо 
.)12sin( )12(2sin
)12(
4
),(
0
44
xktk
k
txu
k





 
 
Приклад 2.4. Розглянемо задачу про розподіл тепла в стержні, на кінцях 
якого відбувається вільний теплообмін з навколишнім середовищем. 
Задача полягає у знаходженні розв’язку рівняння 
                       
2
2
2
  
 
x
u
a
t
u





,    0 < x < l,   t > 0,                              (2.36) 
при крайових умовах 
                    0
 
 
0









x
hu
t
u
,      0
 
 









lx
hu
t
u
,                           (2.37) 
і початковій умові 
                           и(x,0)= (х),   0  x  l,                                              (2.38) 
де    −  функція, що має неперервну похідну й задовольняє умови  
  0)()( 0 xxhx  ,     0)()(  lxxhx . 
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Розв’язування.   Будемо  шукати  ненульові  розв’язки  рівняння  (2.36)  у 
вигляді 
                     и(x,t)=X(х)T(t) .                                                 (2.39) 
Тоді отримаємо рівняння 
                     02  TaT ,                                                    (2.40) 
                      Х + Х = 0.                                                      (2.41) 
Щоб нетривіальний частинний розв’язок (2.39) задовольняв крайові 
умови (2.37), треба вимагати виконання умов 
        0)()(
0

x
xhXxX ,         0)()( 
lx
xhXxX .                                  (2.42) 
Таким чином, приходимо до задачі про власні значення та власні функції 
для рівняння (2.41) при крайових умовах (2.42). Інтегруючи рівняння (2.41), 
отримуємо 
                     xCxCxX  sincos)( 21  .                              (2.43) 
З крайових умов (2.42) знаходимо  
021  ChC  , 
0)cossin()sincos( 21  CllhCllh .               (2.44) 
Ця система двох однорідних рівнянь має тривіальний розв’язок С1=С2=0, що 
дає Х  0. 
Відкидаючи цей випадок, ми повинні вважати, що принаймні одна зі 
сталих  С1,  С2  відмінна   від  нуля.  Тоді  визначник   системи   (2.44)   повинен  
дорівнювати нулю, тобто 
llh
h
 sincos
      
 .0
cossin



llh
 
Після заміни 
                        l ,       p hl  0                                     (2.45) 
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Рис. 2.1. 
приходимо до рівняння  
                      




p
p
ctg2  ,        (2.46) 
яке, очевидно,  має безліч дійсних 
коренів. 
Розв’яжемо рівняння (2.46) 
графічно (рис.2.1). Нехай 1, 2, ..., n, 
... −  корені рівняння (2.46), тоді 
власними значеннями будуть числа  
                      
2
2
l
n
n

 .                (2.47) 
Кожному власному значенню 
n  відповідає власна функція 
l
xp
l
x
xX n
n
n
n




 sincos)( .    (2.48) 
При =n загальний розв’язок рівняння (2.40) має вигляд 
t
l
a
nn
n
eAtT
2
)(





 

 ,    (2.49) 
де Аn – довільні сталі. 
Таким чином, функції 
 )()(),( tTxXtxu nnn  
t
l
a
n
n
eA
2





 

 




 



l
xp
l
x n
n
n sincos , 
є розв’язками рівняння (2.36),  які задовольняють крайові умови (2.37) при 
будь-яких  Аn. 
Розв’язок задачі (2.36)(2.38) шукаємо у вигляді ряду  
1
( , )
n
u x t



t
l
a
n
n
eA
2





 

 




 



l
xp
l
x n
n
n sincos .                    (2.50) 
Підставивши (2.50) у початкову умову (2.38), отримаємо 
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 )(x 




 





 l
xp
l
x
A n
n
n
n
n sincos
1
=

1
)(
n
nn xXA .          (2.51) 
Оскільки власні функції Хn(х) ортогональні та 
 
l
nn dxxXX
0
22 )(  




 


l n
n
n
l
xp
l
x
0
2
sincos dx=
2
2)2(
2 n
nppl


,   (2.52) 
то, припускаючи рівномірну збіжність ряду (2.50), знаходимо коефіцієнти Аn  
за формулою 
2
2
)2(
2
n
n
n
ppl
A


 
l
x
0
)( dx
l
xp
l
x n
n
n





 



sincos .           (2.53) 
Отже, розв’язком задачі (2.36)–(2.38) є сума ряду (2.50), де Аn 
визначаються за формулами (2.53). 
 
Приклад 2.5. Розв’язати першу початково-крайову задачу для рівняння 
теплопровідності на відрізку: 
,0   ),1,0(     ,  txuu xxt                                           (2.54) 
,0),1(     ,0),0(  tutu                                                 (2.55) 
.2sin)0,( 3 xxu                                                            (2.56) 
Розв’язування. Шукатимемо ненульові розв’язки рівняння (2.54) у вигляді 
)( )(),( tTxXtxu  .                                                  (2.57) 
Підставляючи  функцію (2.57) у рівняння (2.54) і відокремлюючи змінні, 
отримаємо 
,
)(
)(
)(
)(




tT
tT
xX
xX
 
звідки   
,0)()(  tTtT                                          (2.58) 
.0)()(  xXxX                                        (2.59) 
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Щоб нетривіальний частинний розв’язок (2.57) задовольняв крайові 
умови (2.55), треба вимагати виконання умов 
.0)1(  ,0)0(  XX                                        (2.60) 
Таким чином, для знаходження X  маємо задачу про власні значення для 
рівняння (2.59) за крайових умов (2.60), звідки отримаємо  
 ...}. ,2 ,1{  ,sin)(  ,)(
2  nnxxXn nn  
Розглянемо тепер рівняння (2.58)  при 
n : 
.0)()( 22  tTntT nn  
Це лінійне однорідне рівняння першого порядку зі сталими 
коефіцієнтами, загальний розв’язок якого 
...}. ,2 ,1{  ,)(
22
  neAtT tnnn  
Таким чином, функції 
nxeAtTxXtxu tnnnnn 
 sin)( )(),(
22
 
є розв’язками рівняння (2.54), які задовольняють крайові умови (2.55) за будь-
яких 
nA . 
Розв’язок задачі (2.54)–( 2.56) шукаємо у вигляді ряду  
.sin),(),(
11
22







n
tn
n
n
n nxeAtxutxu                       (2.61) 
Знаходимо такі коефіцієнти 
nA , щоб ),( txu  задовольняла початкову 
умову (2.56), яку запишемо у вигляді 
.6sin
4
1
2sin
4
3
2sin)0,( 3 xxxxu   
Покладаючи у (2.61) 0t , отримаємо 
.6sin
4
1
2sin
4
3
sin)0,(
1




n
n xxnxAxu  
Звідси  .7  ,0    ,0    ,
4
1
    ,
4
3
543162  nAAAAAAA n  
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Підставляючи ці коефіцієнти у формулу (2.61), отримуємо 
.6sin
4
1
2sin
4
3
),(
22 364 xexetxu tt    
 
Приклад 2.6.  Розв’язати таку крайову задачу: 
,0
  2
2
2
2






y
u
x
u
           (2.62) 
и(0,у) = 0 ,        и(а,у) = 0,                (2.63) 
и(х,0) =  (х),     и(х,в) =  (х),         (2.64) 
    (0)=0,     (а)=0,  (0)=0,    (а)=0 
в області :=       х у х a у в, , , , 0 0 . 
Розв’язування. У класі функцій вигляду Х(х)Y(у) шукаємо розв’язки 
рівняння (2.62), що задовольняють лише однорідні крайові умови (2.63). 
Підставляючи Х(х)Y(у) у (2.62) і відокремлюючи змінні, одержуємо 
.
""
Y
Y
X
X
   
Щоб ця рівність була тотожністю, необхідно, щоб Х/X=, Y/Y=, де  – 
стала. 
Таким чином, одержуємо такі рівняння для функцій Х(х) та Y(у): 
               Х(х) + Х(х)=0,    (2.65) 
       Y(у)Y(у)=0,                     (2.66) 
З умов (2.63) знаходимо, що 
Х(0)= Х(а)=0.     (2.67) 
Задача (2.65), (2.67) має такі власні значення: 
2
22
a
n
n

 ,   n{1, 2, 3, ...} .    (2.68) 
Власному значенню n  відповідає власна функція   
x
a
n
xX n

 sin)( .     (2.69) 
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Розглянемо тепер рівняння (2.66). При =
n  його загальним розв’язком є 
yDyCyY nnnnn  shch)( .        (2.70) 
Отже, розв’язки рівняння (2.62), які задовольняють лише крайові умови 
(2.63), мають вигляд 
)()(),( yYxXyxu nnn  . 
Розв’язок задачі (2.62)–(2.64) шукаємо у вигляді ряду 
),( yxu =




1
sin)shch(
n
nnnn x
a
n
yDyC ,  (2.71) 
коефіцієнти якого визначаємо з крайових умов (2.64):
 





1
sin)(
n
n x
a
n
Cx , 
)(x =

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





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

1
sinshch
n
nn x
a
n
в
a
n
Dв
a
n
C .                         (2.72) 
Розклавши (x) и (х) в ряд за власними функціями x
a
n
sin  і 
підставивши ці розклади в (2.72), знаходимо Сn і Dn:  



a
n xdx
a
n
x
a
C
0
sin)(
2
, 
в
a
n
Dв
a
n
C nn



shch = 


a
xdx
a
n
x
a 0
sin)(
2
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Приклад 2.7.  Знайти розв’язок рівняння 














2
2
2
2
2
2
2
y
u
x
u
c
t
u
    (2.72) 
в області   0 ,0 ,0 ,,  tвyaxtyxG  за крайової умови 
G
yxtu

),,( = 0 
 і початкових умов 
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);,(),,0( yxyxu          ),(
 0
 
yx
t
u
t




. 
Ця математична задача описує малі коливання прямокутної мембрани зі 
сторонами а і в, закріпленої по контуру. 
Розв’язування. Шукаємо розв’язок рівняння (2.72) в класі функцій 
вигляду T(t)V(x,y). Підставляючи и(t,x,y) = T(t)V(x,y) у (2.72) і відокремлюючи 
змінні, маємо 




),(
),(),(
)(
)(
2 yxV
yxVyxV
tTc
tT yyxx
. 
Задачу про власні значення розв’язуємо, знаходячи розв’язок рівняння 
(Vxx + Vyy) = V 
за умови 
0),( 
G
yxV   V(0,y)=V(a,y) = V(x,0) = V(x,в) = 0. 
Поклавши V(x,y) = X(x)Y(y), маємо 




)(
)(
)(
)(
xX
xX
yY
yY
, 
звідки одержуємо два рівняння 
X (x) + X(x)=0, 
Y(y) + )(yY  = 0, 
де =    . Загальні розв’язки цих рівнянь мають вигляд 
Х(х) = xCxC  sincos 21 ,   Y(y) = yCyC  sincos 43 . 
З крайових умов отримуємо Х(0)=0, Х(a)=0, Y(0)=0, Y(в)=0, звідки 
зрозуміло, що С1=С3=0, і якщо покладемо С2=С4=1, то Х(х)= xsin , Y(y)= 
ysin , причому 
0sin a ;       0sin в .          (2.73) 
З (2.73) маємо 
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m
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
 ,     {m, n}{1, 2, 3, ...}, 
або 
2
22
a
m
m

 ,    
2
22
в
n
n

 ,    {m, n}{1, 2, 3, ...}. 
Тоді одержуємо відповідні значення сталої : 







2
2
2
2
2
в
n
a
m
nmmn ,    {m, n}{1, 2, 3, ...}. 
Таким чином, власним значенням 
mn  відповідають власні функції 
Vmn(x, y)= sin y
в
n
x
a
m 
sin  
вихідної крайової задачі. 
З рівняння 
0)()( 2  tTctT mnmnmn   
знайдемо 
tcDtcCtT mnmnmnmnmn  sincos)( . 
Отже, частинні розв’язки рівняння (2.72), які задовольняють задані 
крайові  умови, мають вигляд 
y
в
n
x
a
m
tcDtcCyxtu mnmnmnmnmn

 sinsin)sincos(),,( . 
Врахувавши початкові умови, побудуємо розв’язок у вигляді ряду 







1 1
.sinsin)sincos(),,(
m n
mnmnmnmn y
в
n
x
a
m
tcDtcCyxtu  
Якщо цей ряд збігається рівномірно, як і ряди, отримані з нього  двократним 
диференціюванням за х, у і t, то його сума буде задовольняти рівняння (2.72) і 
крайову умову 0),,( 
G
yxtu . Для виконання початкових умов необхідно, щоб 
справджувались рівності 
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mnmn
t
y
в
n
x
a
m
Dcyx
t
u
. 
Припускаючи, що ці ряди збігаються рівномірно, визначаємо коефіцієнти 
Сmn і Dmn, помноживши обидві частини даних рівностей на y
в
n
x
a
m 11 sinsin

 
і зінтегрувавши за х в інтервалі від 0 до а та за у в інтервалі від 0 до в. 
Оскільки 
ydxdy
в
n
x
a
m
y
в
n
x
a
mвa 1
0
1
0
sinsinsinsin

 =




,
4
,0
aв  
якщо m m1  або nn1 , 
 
якщо m = m1   і  n=n1 , 
то одержимо 
Сmn=
4
ав
dxdyy
в
n
x
a
m
yx
вa



00
sinsin),( ,  
Dmn=
mnваc    
4
dxdyy
в
n
x
a
m
yx
вa



00
sinsin),( . 
Розв’язок вихідної задачі можна записати також у вигляді 
)sin(sinsin ),,(
1 1
mnmn
m n
mn tcy
в
n
x
a
m
Ayxtu 

 




, 
де 
22
mnmnmn DCA  , 
.arctg
mn
mn
mn
D
C
  
З цього зображення розв’язку можна побачити, що кожний доданок 
описує гармонічне коливання і рух мембрани є накладенням нескінченної 
множини  власних  гармонічних  коливань,  які  мають  вигляд  стоячих  хвиль. 
Частота кожного власного коливання 
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2
2
2
2
в
n
a
m
cmn  , 
а період коливань 
2222
2
anвm
aв
Tmn

 . 
З цих рівностей видно, що коливання мембрани відрізняється від 
коливань струни тим, що для струни кожній частоті власних коливань 
відповідає своя форма струни. Причому вона поділяється вузлами на декілька 
рівних частин. Для мембрани може виявитися, що одній і тій же частоті 
відповідає декілька форм мембрани з різними положеннями вузлових ліній, 
вздовж яких амплітуди власних гармонічних коливань дорівнюють нулю. 
Найпростіше це розглянути на прикладі квадратної мембрани, тобто, коли 
 вa . У цьому випадку 
22 nmcmn  . 
З останньої формули видно, що основний тон, який визначається виразом 
)sin(sinsin),,( 11111111  tyxAyxtu , 
має частоту 211 c , причому для цієї частоти вузлові лінії збігаються зі 
сторонами квадрата, утвореного мембраною. Якщо m=1, n = 2 або m=2, n=1, то 
маємо два обертони 
)sin(2sinsin 12121212  tyxAu , 
)sin(sin2sin 21212121  tyxAu  
з однаковою частотою 52112 c . 
Зрозуміло, що для цієї частоти вузлові лінії визначаються з рівняння 
0sin2sin2sinsin  yxyx  або 0coscos  xy . 
Найпростіші   лінії  зображені  на  рис.2.2  пунктиром.  Складніші   вузлові 
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лінії при тій же частоті одержимо при   і 0   ,0  . Аналогічно 
розглядаються вузлові лінії й інших обертонів. 
=0  =0  =  = – 
         
  
 
Рис.2.2 
 
Приклад 2.8. Розв’язати першу початково-крайову задачу для 
однорідного хвильового рівняння в прямокутнику 
,0  ),1,0(  ),2,0(    ,4  tyxuutt        
,0),1,(),,2(),0,(),,0(  txutyutxutyu   
.)1)(2()0,,(     ,0)0,,( xyyxyxuyxu t    
Розв’язування.  Розв’язок задачі шукаємо у вигляді ряду  
  .sin
2
sin4sin4cos),,(
1 1
2222 myx
n
tmnDtmnCtyxu
n m
nmnm 






 
 Знайдемо коефіцієнти 
nmC  і nmD , при яких u  задовольняє початкові 
умови. Маємо  
 
 
звідки  ...}. ,2 ,1{  ...}, ,2 ,1{   ,0  mnCnm  З рівності 
.)1)(2(sin
2
sin4)0,,(
1 1
22 xyyxmyx
n
mnDyxu
n m
nmt 






 
одержуємо 
.sin
2
sin)1)(2(
4
2 2
0
1
0
22
mydxdyx
n
xyyx
mn
Dnm 



    
Обчисливши інтеграли, дістанемо  
,0sin
2
sin)0,,(
1 1







myx
n
Cyxu
n m
nm
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,
)12()12()12(4)12(
256
3322712,12 

lklk
D lk  
...}, ,2 ,1{  ...}, ,2 ,1{     ,0,2  mkD mk  
...}. ,2 ,1{  ...}, ,2 ,1{     ,02,  lnD ln  
Підставивши знайдені значення  
nmC  і nmD , отримаємо 








1 1
33227 )12()12()12(4)12(
256
),,(
k l lklk
tyxu
.)12(sin 
2
)12(
sin  )12(4)12(sin 22 ylx
k
tlk 

  
Приклад 2.9. Знайти поперечні коливання стержня довжини l  )0( lx   
за заданих початкових умов, якщо кінці стержня: 
а) закріплені шарнірно (опираються вільно); 
б) закріплені жорстко; 
в) вільні. 
Розв’язування. Розв’язування даної задачі зводиться до знаходження 
розв’язку рівняння 4-го порядку 
4
4
2
2
2
  x
u
a
t
u





,   0<x<l,   0<t< ∞,                            (2.74) 
за початкових умов 
)( )0,( xxu  ,  )(
0
x
t
u
t




, 0 x l ,        (2.75) 
і відповідно крайових умов 
а) 0),(),0(),(),0(  tlututlutu xxxx ,    0 t                            (2.76а) 
(нерухомість стержня і рівність нулю згинаючого   моменту); 
б) 0),(),0(),(),0(  tlututlutu xx ,        0 t                             (2.76б) 
(нерухомість стержня і горизонтальної дотичної); 
в) 0),(),0(),(),0(  tlututlutu xxxxxxxxxx , 0 t                       (2.76в) 
(рівність нулю згинаючого моменту і тангенціальної сили). 
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Будемо розв’язувати задачу методом відокремлення змінних, поклавши 
)()(),( tTxXtxu  . 
Підставляючи вказану форму розв’язку в рівняння, маємо 


)(
)(
)(
)( )4(
2 xX
xX
tTa
tT
. 
Для функції Х(х) отримуємо такі задачі про знаходження власних значень і 
власних функцій: 
0)()()4(  xXxX ,    (2.77) 
а)  Х(0) = 0 ,          0)( lX ,       0)0(" X ,        0)(" lX ,              (2.76а) 
б) 0)0( X ,         0)( lX ,       0)0(' X ,        0)(' lX ,                (2.76б) 
в) 0)0(" X ,      0)(" lX ,      0)0( X ,       0)(  lX .                (2.76в) 
Загальний розв’язок рівняння (2.77) має вигляд  
xDxCxBxAxX 4444 sincosshch)(  . (2.78) 
Знаходимо власні значення і власні функції: 
а) 
4





 

l
n
n ,    x
l
n
xX n

 sin)(  ; 
б) 
n  визначається з рівняння ,1cosch
44  ll   а 
)cosch)(sinsh()( 4444 xxllxX nnnnn   
 )sinsh)(cosch( 4444 xxll nnn  ; 
в) 
n  визначається з рівняння ,1cosch
44  ll   а 
 )cosch)(sinsh()( 4444 xxllxX nnnnn  
 )sinsh)(cosch( 4444 xxll nnn  . 
Доведемо, що  власні  функції  є  ортогональними. Помноживши  рівняння 
0)4(  nnn XX  на mX , а рівняння 0
)4(  mmm XX  на nX , віднявши 
результати і зінтегрувавши частинами, одержимо 
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 
,)()(
0
0






l
nm
lx
xnmnmnmnm
nm
XXXXXXXX
dxxXxX   (2.79) 
звідки випливає рівність  
l
nm dxxXxX
0
0)()( , якщо m n , і виконуються 
умови (2.76а)–(2.76в). 
Квадрат норми власної функції 
nX  можна знайти безпосередньо 
інтегруванням або переходом до границі при 
nm   у рівності (2.79). Маємо 
       
l
nnnnn lXlXlXlX
l
dxxX
0
222
)()()(2)(
4
)( , 
звідки у випадку (2.76а) 
  
l
nnn lXlX
l
dxxX
0
2
)()(
2
)( , 
у випадку (2.76б) 
    
l
nn lX
l
dxxX
0
22
)(
4
)( , 
а у випадку (2.76в) 
    
l
nn lX
l
dxxX
0
22
)(
4
)( . 
Рівняння 
0)()( 2  tTatT n  
задовольняють функції 
tabtaatT nnnnn  sincos)( .                                (2.80) 
Розв’язком вихідної задачі є відповідно  
а) x
l
n
t
l
an
bt
l
an
atxu
n
nn












sinsincos),(
2
22
1
2
22
, 
де на підставі початкових умов 
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


l
n xdx
l
n
x
l
a
0
sin)(
2
,   




l
n xdx
l
n
x
an
l
b
0
22
sin)(
2
,  n{1, 2, 3, ...}; 
б), в) )()sincos(),(
1
xXtabtaatxu nn
n
nnn 


, 
де  

l
n
n
n dxxXx
X
a
0
2
)()(
2
,   ,)()(
0
2 


l
n
nn
n dxxXx
Xa
l
b  n{1, 2, 3, ...}. 
 
Завдання до самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі: 
 
.0       ,0),(),0(     
 ,,0       ,
)(
)0,(       ,
2
sin3)0,(     
,0   ),,0(           ,   .1
2
2







ttlutu
lx
l
xlx
xux
l
xu
tlxuau
t
xxtt
 
Відповідь:              .sinsin))1(1(
)(
42
sin
2
cos3),(
1
1
4


 




n
n
l
nx
l
nat
na
l
l
x
l
at
txu  
.0 ,0),(),0(     
,
2
       ,0
,
2
  ),(cos
)0,(           ,0)0,(     
,0     ),,0(     ,   .2
o
ooo
2













ttlutu
h
xx
h
xxxxhv
xuxu
tlxuau
t
xxtt
 
Відповідь:                
.sinsin
sin
2
cos
4
),(
1
2
2
o
2
2 
















 




n
o
l
nx
l
nat
l
n
hn
l
nx
hl
n
a
hv
txu
 
 
 
.0        ,0),(),0(     
,,0       ),()0,(       ),()0,(     
,0   ),,0(        ,   .3 2



ttlutu
lxxxuxxu
tlxuau
xx
t
xxtt
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Відповідь:   








 



10
,cossincos))()((
1
),(
n
nn
l
l
nx
l
nat
b
l
nat
adxxtx
l
txu   
                                         







ll
nn dx
l
nx
x
na
bdx
l
nx
x
l
a
00
.cos)(
2
         ,cos)(
2  
 
.0    ,0    ,0),(),(),0(     
,,0   ,0)0,(   ,)0,(     
,0   ),,0(     ,   .4 2



thtlutlhutu
lxxuAxxu
tlxuau
xx
t
xxtt
  
Відповідь:             
.   :    ,coscos
cos
1
1cos)1(2
),(
1
2






















n
nnn
n
n
n
n hltgtat
l
l
hl
lhl
l
A
txu
 
 
 
.0    ,0),(),0(     
,,0       ),()0,(    ),()0,(     
,0   ),,0(    ,2   .5 2



ttlutu
lxxxuxxu
tlxuahuu
t
xxttt
  
Відповідь:
             
  ,    ,sinsincos),( 2
2
1
h
l
na
q
l
nx
tqbtqaetxu n
n
nnnn
ht 




 


 


  





l
n
n
l
nn dx
l
nx
x
lq
ha
bdx
l
nx
x
l
a
00
.sin)(
2
         ,sin)(
2  
.0   ,0),(),0(     
     
,
2
   ,
  ,
2
0        ,
)0,(     
,0   ),,0(  ,   .6 2











ttlutu
lx
l
xl
l
xx
xu
tlxuau xxt
  
Відповідь:              
 
   
.
12
sin
12
)1(4
),(
0
12
22
2
2
x
l
nt
n
l
txu
n
l
a
nn
e







 
 




 
 
.0    ,0),(),0(     
,,0   ,)0,(     
,0   ),,0(    ,   .7
0
2



ttlutu
lxuxu
tlxuau
x
xxt
  
Відповідь:              
 
   
.
2
12
sin
12
)1(4
),(
0
2
12
0
0
2
2
x
l
nt
n
u
utxu
n
l
a
nn
e







 
 



  
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 
.0    ,0),(),0(     
,,0   ),()0,(     
,0   ),,0(   ,   .8 22



ttlutu
lxxxu
tlxubuau xxt
  
Відповідь:                  .sin)(sin2),(
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2
2
2
2
22















l
n
a
b
l
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xdx
l
n
xfx
l
nta
l
txu e  
 
.0   ,0    ,0),(),(),0(     
,,0   ),()0,(     
,0   ),,0(     ,   .9 2



thtlhutlutu
lxxxu
tlxuau
x
xxt
  
Відповідь:     
0  ,   :   ,sin)(   sin
)1(
2
),(
01
2
2
2
22






 




hlp
p
tgdx
l
x
xf
l
xt
pp
p
l
txu n
l
n
n
nl
a
n
n
n
e  
 
.0 ,0),(),0(       
,,0   ),()0,(       
,0   ),,0(    ,   .10 2
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2.3 Застосування методу до розв’язування неоднорідних задач 
 
Ідея застосування методу відокремлення змінних для неоднорідних 
рівнянь  
Lи = f, 
коли  умова І (див. підрозділ 2.1), необхідна для застосування методу, не 
виконується, полягає в наступному. Нехай W − розв’язок неоднорідного 
рівняння 
LW=f, 
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а V – розв’язок однорідного рівняння  
LV=0. 
Тоді функція и=W+V – розв’язок неоднорідного рівняння. Таке 
зображення розв’язку дає можливість розбити додаткові умови так, щоб 
частину з них задовольняла функція V, а частину – функція W. Отримуємо 
задачу про розв’язування однорідного рівняння, для якої застосовний метод 
відокремлення змінних. 
Розглянемо застосування цього методу до розв’язування неоднорідних 
задач. 
 
1. Нехай потрібно розв’язати початково-крайову задачу 
ttutxfuL  ),()(   (або )tu ,     (2.81) 
     )()0,( xxu  ,  )()0,( xxut     (або )()0,( xxu  ),   (2.82) 
,0
  
 











G
hu
n
u
k       (2.83) 
де .)grad(div quupLu   
Розв’язок шукатимемо у вигляді суми двох функцій 
),(),(),( txWtxVtxu  .     (2.84) 
Підставляємо (2.84) у (2.81)–(2.83), тоді для знаходження функцій V(x,t) і 
W(x,t) одержуємо такі задачі: 
.0
 
),0)0,( або (  0)0,()0,(
), або(),()(
,0
 
),()0,(),()0,(
), або()(
























G
t
ttt
G
t
ttt
hW
n
W
k
xWxWxW
WWtxfWL
hV
n
V
k
xxVxxV
VVVL
 
 
(2.85) 
(2.86) 
(2.87) 
У випадку хвильового рівняння V являє собою власні коливання системи, 
які відбуваються тільки внаслідок початкових збурень, а W – вимушені 
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коливання системи, що виникають під дією зовнішньої сили  f за відсутності 
початкових збурень. 
Розв’язування задачі про знаходження V ми розглянули в підрозділі 2.1. 
Розв’язок задачі (2.85)–(2.87) будемо знаходити у вигляді ряду Фур’є за 
власними функціями Хn відповідної однорідної задачі (2.85)–(2.86), тобто 




1
)()(),(
n
nn xXtWtxW .    (2.88) 
Функцію f також розкладаємо в ряд Фур’є за функціями Хn 




1
)()(),(
n
nn xXtftxf ,    (2.89) 
де 
.)(),(
)(
1
)(
2
dxxXtxf
xX
tf
G
n
n
n   
Підставляючи (2.88), (2.89) у (2.85) і прирівнюючи коефіцієнти при Хn(х), 
одержуємо рівняння для визначення Wn(t): 
W W fn n n n
''        )  або( nnnn fWW     (2.90) 
з додатковими (на підставі (2.86)) умовами 
0)0( nW ,   0)0( nW ,      00  або nW .   (2.91) 
Рівняння (2.90) – це звичайне диференціальне рівняння другого (або 
першого) порядку, лінійне, неоднорідне, з нульовими початковими умовами 
(2.91). Розв’язок задачі (2.90), (2.91) визначається формулою 
 


t
nn
n
n dfttW
0
)()(sin
1
)(    (2.92) 
(або   

t
n
t
n dfetW
n
0
)(
)()( ). 
Отже,  розв’язок  задачі  (2.81)–(2.83)  записується  у  вигляді  суми  рядів 
(2.21) (або (2.29)) і (2.88), де Wn(t) визначається за формулами (2.92). 
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Приклад 2.10. Розглянемо вимушені поздовжні коливання пружного 
однорідного стержня при дії зовнішньої сили, напрямленої по осі стержня, 
якщо кінець стержня х = 0 закріплений, а кінець х = l вільний. Нехай початкове 
зміщення задається функцією (х), а початкові швидкості дорівнюють нулю. 
Розв’язування. Математична задача полягає в розв’язуванні рівняння 
),,(
  2
2
2
2
2
txf
x
u
a
t
u






 0 < x < l, t > 0,   (2.93) 
за крайових умов 
u (0,t) = 0,     0


lxx
u
    (2.94) 
та початкових умов 
 u (x,0) =(х),    .0
0



tt
u
                            (2.95) 
Заміна ),(),(),( txWtxVtxu   зводить задачу (2.93)–(2.95) до 
розв’язування таких двох задач:  
1.   xxtt VaV
2  ,  0  ,0  tlx ,    
     ,0),0( tV       0lxxV ,    ),()0,( xxV         00 ttV ; 
,0  ,0   ),,(    .2 2  tlxtxfWaW xxtt     
        ,0    ,0),0(  lxxWtW    .0     ,0)0,( 0  ttWxW    
Розв’язком першої задачі є функція V(x,t), що описує вільні коливання 
стержня 




1
cossin),(
n
nnn taxCtxV , 
де 
,
2
12
2





 

l
n
n     
l
nn xdxx
l
C
0
sin)(
2
. 
Розв’язок  другої  задачі  шукаємо  у  вигляді  ряду  за  власними  функціями 
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xnsin : 




1
sin)(),(
n
nn xtWtxW . 
Розкладемо функцію f(x,t) за власними функціями xnsin : 




1
sin)(),(
n
nn xtftxf , 
де 
.sin),(
2
)(
0
 
l
nn xdxtxf
l
tf     (2.96) 
Підставляючи розклади в ряди для функцій ),( txW  і ),( txf  у рівняння 
),(2 txfWaW xxtt   (припустивши, що всі операції можливі) і прирівнюючи 
коефіцієнти  при ,sin xn  для невідомих функцій )(tWn  одержуємо рівняння 
).()()( 2 tftWatW nnnn     (2.97) 
Початкові умови для W  дають співвідношення 
0sin)0(
1


n
nn xW ,  тому 0)0( nW , 
0sin)0(
1


n
nn xW , тому 0)0( nW . 
Розв’язком рівняння для )(tWn  за нульових початкових умов є функція 
.)(sin)(
1
)(
0
 
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
t
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Тоді 
 





1 1
sin)(cossin),(
n n
nnnnn xtwtaxCtxu . 
 
Розглянемо два частинні випадки для сили збурення. 
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А. tAtxf  sin),( .      (2.99) 
Із (2.96) маємо рівність 
t
l
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xdxtA
l
tf
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l
nn 

  sin
2
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2
)(
0
. 
Із (2.98) у випадку, коли na  , одержуємо такий вираз для шуканих 
функцій Wn : 
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Якщо ka   для деякого k,  то 
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Тому, якщо ...}, ,3 ,2 ,1{,  na n  то функція W має вигляд 
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а якщо ka  , то 



 














)(
1
222
3
)(
sinsin2
sincos
sin
),(
kn
n nn
nn
a
xt
l
aA
a
x
tt
t
l
Aa
txW – 
– 


 


)(
1
22
2
)(
sin
sin
2
kn
n nn
n
a
x
t
l
Aa
.            (2.101) 
У випадку, коли частота na   зовнішньої сили збігається з однією із 
власних частот (випадок резонансу), у розв’язку виникають так звані 
секулярні члени – доданки вигляду tt cos . Зрозуміло, що вони не мають 
фізичного змісту на всій числовій осі, оскільки в реальній ситуації амплітуда 
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не може необмежено зростати. У цьому випадку розв’язок, одержаний 
методом  відокремлення   змінних,   можна  використовувати  лише  на  малих 
інтервалах часу. 
Слід зазначити, що в цій ситуації справа не стільки у вузькості класу 
розв’язків, що дає метод відокремлення змінних, скільки у невідповідності 
математичної моделі реальному явищу. При великих зміщеннях закон Гука 
(про пропорційність напруг і деформації) не справджується, тому необхідно 
враховувати вищі степені деформації, а це приводить до суттєвої нелінійності 
рівнянь, до порушення принципу суперпозиції, а отже, до порушення умов 
застосовності методу відокремлення змінних. 
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2. Нехай потрібно знайти розв’язок задачі 
), або (),()( ttt uutxfuL         (2.102) 
),()0,( xxu     )()0,( xxut     (або )()0,( xxu  ),            (2.103) 
).,(
 
txhu
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G
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




        (2.104) 
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Якщо двічі неперервно диференційовна функція q(x,t) задовольняє лише 
крайову умову (2.104), то розв’язок даної задачі шукаємо у вигляді 
),(),(),( txWtxqtxu  ,     (2.105) 
де функція W – розв’язок задачі 
), або (  ),()( 1 ttt WWtxfWL      (2.106) 
.0
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
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


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


G
hW
n
W
k      (2.107) 
),()0,( xxW     )(0 xW tt    )),()0,(  або( xxW    (2.108) 
де 
ttqqLtxftxf  )(),(),(1     ) або ( tq , 
),0,()()( xqxx     )0,()()( xqxx t . 
Розв’язування задачі (2.106) – (2.108) вже розглядалося в пункті 1 цього 
підрозділу. 
 
Приклад 2.11. Знайти функцію q  для задачі 
,2 ttxx uua     
),()0,( xxu     )(0 xu tt  ,  
),(),0( 1 ttu   ).(),( 2 ttlu      
 Розв’язування. За функцію q, що задовольняє задані крайові умови, 
беремо функцію 
)()(),( 21 t
l
x
t
l
xl
txq 

 . 
 
Приклад 2.12.  Знайти функцію q  для задачі 
),,(2 txfuau xxtt         
),(),0(),0( 111 ttutux   ),(),(),( 222 ttlutlux   
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,022  ii    і{1,2}, 
),()0,( xxu   ).()0,( xxut        
Розв’язування. Функцію q будемо шукати серед функцій вигляду 
)()()()(),( 232
2
1132
2
1 tbxbxbtaxaxatxq  ,          (2.109) 
де аі, bі – сталі. 
Підставляючи (2.109) в крайові умови і прирівнюючи коефіцієнти при 
)(1 t  і )(2 t , одержуємо таку систему рівнянь для визначення 
1 2 3 1 2 3, , , , , :a a a b b b  











.1)()(
,0)()(
,1
,0
32
2
12212
32
2
12212
3121
3121
blblbblb
alalaala
bb
aa
 (2.110) 
Знаходимо частинний розв’язок цієї системи. Якщо ,021   
121  , то система (2.110) має вигляд 











.1
,0
,0
,1
32
2
1
32
2
1
3
3
blblb
alala
b
a
 
Частинним розв’язком цієї системи є 
.0  ,1  ,
1
  ,
1
  ,0  ,1 332211  ba
l
b
l
aba  
Функція 
)()(),( 21 t
l
x
t
l
xl
txq 

      
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збігається з функцією, розглянутою у прикладі 2.11. 
Якщо ,121  021  , то система (2.110) набуде вигляду 











.12
,02
,0
,1
21
21
2
2
blb
ala
b
a
 
Частинним розв’язком цієї системи є 
.0  ,0  ,0  ,1  ,
2
1
  ,
2
1
332211  baba
l
b
l
a  
Тоді функція 
)(
2
)(
2
1),( 2
2
1 t
l
x
t
l
x
xtxq 





  
задовольняє вказані крайові умови. 
Зауваження. Функція q(x,t) повинна бути двічі диференційовною за х і t. 
Якщо )(1 t  і )(2 t  не диференційовні, замінюємо їх послідовностями 
рівномірно збіжних до )(1 t  і  )(2 t  двічі диференційовних функцій. 
 
Приклад 2.13.    Знайти функцію q для задачі 
.1   ,),(   ,0),0(
,0)0,(   ,0)0,(
,2



mAttlutu
xuxu
uau
m
x
t
xxtt
 
Розв’язування. Функцію q знаходимо серед функцій вигляду 
mxttxq = ),( . 
Підставляючи цей вираз у крайові умови, знаходимо =А. 
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Приклад 2.14.   Знайти розв’язок рівняння 
0,> l,<<0  ),,(22 txtxfuuuau txxtt    (2.111) 
за крайових умов 
)(),(),(    ),(),0(),0( 222111 ttlutluttutu xx     (2.112) 
та початкових умов 
),()0,( xxu 
    
).()0,( xxu
t
     (2.113) 
Рівняння (2.111) можна розглядати як рівняння вимушених коливань 
струни в середовищі з опором, пропорційним швидкості )2( tu . 
Розв’язування. У даній задачі маємо неоднорідне рівняння і неоднорідні 
крайові умови. 
Нехай функція q(x,t) двічі диференційовна за х і t та задовольняє крайові 
умови. Покладемо 
).,(),(),( txptxqtxu      (2.114) 
Для визначення p потрібно розв’язати задачу 
),,(22 txFpppap txxtt        
,0),0(),0( 11  tptpx   ,0),(),( 22  tlptlpx              (2.115) 
),()0,(    ),()0,( 11 xxpxxp t        
де 
).0,()()(     ),0,()()(
,2),(),(
11
2
xqxxxqxx
qqqaqtxftxF
t
txxtt


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Розв’язок задачі (2.115) будемо шукати у вигляді суми двох функцій 
).,(),(),( txWtxVtxp      (2.116) 
Підставляючи (2.116) в (2.115), для знаходження функцій V(x,t) і W(x,t) 
одержуємо такі задачі: 
1. ,2
2 VVVaV txxtt    
 0),0(),0( 11  tVtVx ,     0),(),( 22  tlVtlVx ,                          (2.117) 
      ),()0,( 1 xxV          )()0,( 1 xxVt  .        
2. ),,(2
2 txFWWWaW txxtt   
0),0(),0( 11  tWtWx ,     0),(),( 22  tlWtlWx ,               (2.118) 
      ,0)0,( xW              0)0,( xWt . 
Розв’язування  задачі (2.117) проведемо методом відокремлення змінних. 
Покладемо 
)()(),( tTxXtxV  .               (2.119) 
Підставивши (2.119) у (2.117) та відокремивши змінні, одержимо 




)(
)()(2)(
)(
)(
2 tTa
tTtTtT
xX
xX
.             (2.120) 
Власні числа і власні функції визначаються з такої задачі: 
,0)()(  xXxX
 
,0)0()0( 11  XX   .0)()( 22  lXlX   (2.121) 
Загальний розв’язок рівняння з (2.121) має вигляд 
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xCxCxX  sincos)( 21 .                        (2.122) 
Щоб задача (2.122) мала нетривіальний розв’язок, визначник системи 
0)sincos()cossin(
,0                       
212212
1121


lClClClC
CC
     (2.123) 
повинен дорівнювати нулю: 
ll 

sincos
                 
22
1
 0
sincos
               
22
1



ll
, 
тобто власні числа визначаються з рівняння 
ll  sin)(cos)( 21212121 . 
Нехай власні числа ...}, ,3 ,2 ,1{  ,  nn  знайдено. Тоді власні функції Хn(х), що 
відповідають ,n  записуються у вигляді (2.122), де С1, С2 визначаються як 
частинний розв’язок системи (2.123). Для кожного n  знаходимо загальний 
розв’язок  рівняння 
.0)()()(2)( 2  tTatTtT nnnn  
Маємо 
)124.2(     
.   при                           ),(
              ,   при                                                  
,   ),sincos(
,   при                                                  
,          ),shch(
)(
22
22
22
22
22



















nnn
t
n
nnnnnn
t
n
nnnnnn
t
n
tDEe
tDtEe
tDtEe
tT
 
Розв’язок крайової задачі (2.117) має вигляд 
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V(x,t)=

1
),()(
n
nn xXtT  
де Еn, Dn – коефіцієнти, що визначаються з початкових умов, а саме 

l
n
n
n dxxXx
X
E
0
12
,)()(
1
      

l
n
n
nnn dxxXx
X
ED
0
12
,)()(
1
 
причому 1n  при 
22 an . 
Розв’язок задачі (2.118) будемо шукати у вигляді ряду за власними 
функціями )(xX n  задачі (2.117), тобто у вигляді 




1
)()(),(
n
nn xXtWtxW .    (2.125) 
Розклавши F в ряд  




1
)()(),(
n
nn xXtftxF ,    (2.126) 
 підставивши ряди (2.125), (2.126) в (2.118), врахувавши рівність 
( ) ( )n n nX x X x    і прирівнявши коефіцієнти при Хn(х), отримаємо для 
визначення функцій Wn(t) рівняння 
)()()()(2)( 2 tftWatWtW nnnnn    (2.127) 
з початковими умовами 
0)0( nW , .0)0( nW     (2.128) 
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Розв’язок задачі (2.127), (2.128) визначається формулами  
                                       
  .  при                       
(2.129)                                                                 )()(      
 ;   при               
,)(sin)(
1
;   при                
              ,)(sh)(
1
)(            
22
0
)(
0 22
222)(
0 22
222)(






























a
dtef
a
adtef
a
adtef
tW
n
t
t
n
t
n
nnn
t
n
n
t
n
nnn
t
n
n
n
 Таким чином, розв’язок задачі (2.111)–(2.113) записується у вигляді 
 





1 1
)()()()(),(),(
n n
nnnn xXtWxXtTtxqtxu ,  (2.130) 
де q, Xn, Tn, Wn – функції, що визначаються рівностями (2.109), (2.122), (2.124), 
(2.129). 
 
Приклад 2.15.  Розв’язати крайову задачу для рівняння Пуассона в 
прямокутнику: 
),2,0(    ),1,0(   ),1(  yxxxyu                                   (2.131) 
),2,0(      ,23),1(      ,13/),0( 3232  yyyyuyyyu               (2.132)              
).1,0(      ,)1()2,(        ),1()0,( 2  xxxxuxxxu yy                      (2.133) 
Розв’язування. Розв’язок цієї задачі u  шукаємо у вигляді 
),,(),(),( yxwyxvyxu                                               (2.134) 
де  v   –  розв’язок  крайової  задачі  для  рівняння  Пуассона  з  однорідними 
крайовими умовами: 
),2,0(    ),1,0(   ),1(  yxxxyv                                    (2.135) 
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),2,0(      ,0),1(      ,0),0(  yyvyv                                  (2.136)              
),1,0(     ,0)2,(     ,0)0,(  xxvxv yy                                  (2.137) 
а w  – розв’язок крайової задачі для рівняння Лапласа: 
),2,0(    ),1,0(   ,0  yxw                                           (2.138) 
),2,0(      ,23),1(      ,1
3
),0( 32
3
2  yyyyw
y
yyw               (2.139)              
).1,0(      ,)1()2,(        ),1()0,( 2  xxxxwxxxw yy                   (2.140) 
Розв’язок задачі (2.135)–(2.137) шукаємо у вигляді ряду за власними 
функціями оператора Лапласа з крайовими умовами (2.136), (2.137): 







1 0
.
2
cossin),(
m n
mn nymxAyxv                                      (2.141)  
 Дана функція задовольняє крайові умови  (2.136), (2.137)  для довільних 
mnA , при яких ряд (2.141) збігається і його можна почленно диференціювати 
за .y  Знайдемо коефіцієнти 
mnA , при яких функція (2.141) є розв’язком 
рівняння (2.135). 
 Підставляючи функцію (2.141) у рівняння (2.135), маємо 
















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



 

1 0
2
2 ).1(
2
cossin
2
)(
m n
mn xxynymx
n
mA  
Звідси  
, 
2
cossin)1(
)(4
1 1
0
2
0
20
dydxnymxxxy
m
Am



    
. 
2
cossin)1(
])2/()[(8
1 1
0
2
0
22
dydxnymxxxy
nm
Amn



    
Обчисливши інтеграли, отримаємо 
.
])2/()[(
])1(1][)1(1[
          ,
)(
1)1(
2223550 nmnm
A
m
A
nm
mn
m
m





  
 Підставляючи ці коефіцієнти в (2.141), знаходимо 
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
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1 1
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])1(1][)1(1[
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1)1(
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m n
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m
nymx
nmnm
mx
m
yxv
                      (2.142)  
 Розв’язок задачі (2.138)–(2.140) шукаємо у вигляді 
),,(
~~),(~),( yxwyxwyxw                                                (2.143)   
де w~ є розв’язком крайової задачі  
),2,0(    ),1,0(   ,0~  yxw                                           (2.144) 
),2,0(      ,0),1(~      ,0),0(~  yywyw                                   (2.145)              
),1,0(      ,)1()2,(~        ),1()0,(~ 2  xxxxwxxxw yy                    (2.146) 
і w
~~ – розв’язок крайової задачі  
),2,0(    ),1,0(   ,0
~~  yxw                                           (2.147) 
),2,0(      ,23),1(
~~      ,1
3
),0(
~~ 32
3
2  yyyyw
y
yyw               (2.148)              
).1,0(      ,0)2,(
~~        ,0)0,(
~~  xxwxw yy                              (2.149) 
Розв’язок задачі (2.144)–(2.146) шукаємо у вигляді        




1
.sin)(),(~
m
m mxyByxw                                            (2.150) 
Ця функція задовольняє крайові умови  (2.145), (2.146)  для довільних 
)(yBm , при яких ряд (2.150) збігається. Знайдемо коефіцієнти )(yBm , при яких 
функція (2.150) є розв’язком рівняння (2.144). 
Підставляючи функцію (2.150) в рівняння (2.144), одержуємо 
 



1
2 .0sin)()()(
m
mm mxyByBm   
Тому  
...}. ,2 ,1{   ,0)()()( 2  myBmyB mm  
Загальний   розв’язок   такого   диференціального   рівняння   зображується   у 
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вигляді 
.shch)( mybmyayB mmm   
Тому 




1
.sin)shch(),(~
m
mm mxmybmyayxw                        (2.151) 
Ця функція задовольняє крайові умови  (2.145) і є розв’язком  рівняння (2.144) 
для довільних 
ma  і mb , при яких ряд (2.151) збігається і його можна 
диференціювати почленно. Знайдемо коефіцієнти 
ma  і mb , при яких функція  
(2.151) задовольняє крайові умови  (2.146). 
Маємо 




1
),1(sin
m
m xxmxmb  




1
2.)1(sin)ch2sh2(
m
mm xxmxmmbmma  
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1 1
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m
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m
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
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Обчислюючи інтеграли, знаходимо 
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m
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Підставивши знайдені коефіцієнти 
ma  і mb  в (2.151), одержимо 
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                            (2.152) 
Розв’язок задачі (2.147)–(2.149) шукаємо у вигляді  

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
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2
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~~
n
n nyxAyxw                                    (2.153)    
Ця функція задовольняє крайові умови  (2.149)  при довільних коефіцієнтах 
)(xAn , при яких ряд (2.153) збігається і його можна диференціювати почленно 
за .y  Знайдемо коефіцієнти )(xAn , при яких функція (2.153) є розв’язком 
рівняння (2.147). 
Підставляючи функцію (2.153) в рівняння (2.147), дістаємо 
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Звідси випливають рівняння 
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Загальні розв’язки  таких рівнянь мають вигляд 
,)( 000 xbaxA   
...}. ,2 ,1{  ,
2
sh
2
ch)( 



 nx
n
bx
n
axA nnn  
Тому  









 



1
00 .
2
cos
2
sh
2
ch),(
~~
n
nn nyx
n
bx
n
axbayxw              (2.154)   
Дана функція задовольняє крайові умови  (2.149) і є розв’язком  рівняння 
(2.147) для довільних 
na  і nb , при яких ряд (2.151) збігається і його можна 
двічі диференціювати почленно. Знайдемо коефіцієнти 
na  і nb , при яких 
функція  (2.154) задовольняє крайові умови  (2.148). 
Маємо 
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Звідси на підставі формул Ейлера–Фур’є випливає, що  
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Підставивши знайдені коефіцієнти 
na  і nb  в (2.154), отримаємо w
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Із формул (2.134), (2.142), (2.143), (2.152) і (2.155), випливає остаточний 
вираз для розв’язку задачі (2.131)–(2.133). 
 
 
Завдання до самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі: 
buu xxtt 2   .1  , constb  , ),0( lx , 0t , 
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2.4 Розв’язування деяких інших задач методом відокремлення змінних 
Задача  2.16.  Знайти   поперечні   коливання   прямокутної   мембрани  
{(x, y)| 0  x  a, 0  y  в},  складеної  з  двох  однорідних  прямокутних  кусків   
{(x, y)| 0  x  х0, 0  y  в}, якщо коливання викликані початковим поперечним 
навантаженням. 
Розв’язування. Математична постановка така: 
)158.2(         .0   ,0   ),,()0,,(),,()0,,(
)157.2(                                  ;0),,(),0,(),,(),,0(
                                    ;0   ,0     ),,,0(),,0(
                                                                      );,,0(),,0(
                                                                              
,
,0
    
,
,
)(
)156.2(               ;0   ,0   
,
,0
   ,)(
00
00
0
0
2
1
0
0
2
2
2
2
02
2
вyaxyxyxuyxyxu
tвxutxutyautyu
tвytyxutyxu
tyxutyxu
axx
xx
x
tвy
axx
xx
y
u
x
u
T
t
u
x
t
xx






























 
Будемо розв’язувати дану задачу методом відокремлення змінних, згідно 
з яким шукатимемо розв’язок у вигляді  
).,()(),,( yxVtTtyxu      (2.159) 
Підставляючи (2.159) в (2.156), одержуємо 
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Очевидно, що ця рівність може виконуватися лише тоді, коли обидві її 
частини   дорівнюють  одній  і  тій  же  сталій  величині   ν.   Тоді  функція  Т(t) 
задовольняє рівняння 
0)()(  tTtT  
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і має обмежені розв’язки лише при .2  Тут ми зіткнулися з ситуацією, 
коли значення параметра відокремлення визначає фізика явища. Отже, 
поклавши 2  і врахувавши крайові умови (2.156), знайдемо                   
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Крайову задачу (2.161), (2.162) будемо розв’язувати методом відокрем-
лення змінних, поклавши 
)()(),( yYxXyxV  .    (2.163) 
Підставивши (2.163) в (2.161), маємо 
2
2
2
)(
)(
)(
)(






yY
yY
cxX
xX
, 
звідки одержуємо два рівняння 
)165.2(                                                 ,0)()(
)164.2(                                    ,0)()(
2
2
2
2










yYyY
xX
c
xX
 
де  – параметр відокремлення. 
Загальним розв’язком рівняння (2.165) є 
ycycyY  sincos)( 21 . 
З  крайових  умов  (2.162)  маємо  Y(0)=0,  Y(в)=0.  Рівняння  (2.165)  з  цими 
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умовами має нетривіальний розв’язок 
yyY  sin)( ,     (2.166) 
якщо 
                                                       вsin = 0. 
Звідси одержуємо таку нескінченну множину значень , при яких рівняння 
(2.165) має розв’язок (2.166): 
в
n
n

 , n  {1, 2, ...}. 
Загальний розв’язок рівняння (2.164) можна записати так: 
   
   






,sincos
,sincos
)(
22
4
22
3
11
4
11
3
xkcxkc
xkcxkc
xX  
,
,0
0
0
axx
xx


 
де ,)(
22
0
12)1(
n
T
k 

 22
0
22)2( )( n
T
k 

 . 
Враховуючи крайові умови, маємо 
,013 c     оскільки  Х(0) = 0; 
  ,0sincos 224
)2(2
3  akcakc   оскільки Х(а)=0; 
   
0
22
40
22
30
)1(1
4 sincoscos xkcxkcxkc  ,  бо  Х(х00)=Х(х0+0); 
         
0
22
4
2
0
22
3
2
0
)1(1
4
1 cossinsin xkckxkckxkck  ,              (2.167) 
оскільки Х (х0–0)=Х (х0+0).                            
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Щоб ця система відносно 24
1
4
2
3   ,  , ccc  мала нетривіальний розв’язок, її 
визначник  
 
   
0
11
0
1
sin
cos
0
xkk
xk      
 
 
   
0
22
0
2
2
sin
cos
cos
xkk
xk
ak
      
 
 
   
0
22
0
2
2
cos
sin
sin
xkk
xk
ak

  
повинен дорівнювати нулю. 
Корені одержаного рівняння 
       
0
11
0
22 ctg)(ctg xkkaxkk     (2.168) 
визначають власні числа 
mn  задачі. 
Поклавши   ,sin/1 0
11
4 xkc   із системи рівнянь (2.167) знаходимо 
 
  )(sin
sin
0
2
2
3
2
axk
ak
c
mn
mn


 , 
 
  )(sin
cos
0
2
2
2
4
axk
ak
c
mn
mn

 , 
де       ,
2
22
2
0
11
в
n
T
k mnmn



         .
2
22
2
0
22
в
n
T
k mnmn



  
Тоді 
   
 
 
 
 











.0,,
)(sin
)(sin
;0,0,
sin
sin
)(
0
0
2
2
0
0
1
1
вyaxx
axk
axk
вyxx
xk
xk
xX
mn
mn
mn
mn
mn       (2.168) 
Для кожного власного значення 
mn  загальний розв’язок рівняння 
(2.160) має вигляд 
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tBtAtT mnmnmnmnmn  sincos)( . 
Таким чином, частинні розв’язки рівняння (2.156), що задовольняють 
крайові умови (2.157), мають вигляд 
в
ny
xXtBtAtyxu mnmnmnmnmnmn

 sin)()sincos(),,( . 
 Щоб задовольнити умови (2.158), розглянемо ряд 
в
ny
xXtBtAtyxu mn
m n
mnmnmnmn

 




sin)()sincos(),,(
1 1
. 
Якщо цей ряд і ряди, одержані з нього подвійним диференціюванням за  х, у, t, 
рівномірно збігаються, то його сума буде задовольняти рівняння (2.156) і 
крайові умови (2.157). Для виконання початкових умов (2.158) необхідно, щоб 
       ,sin)(),(
1 1







m n
mnmn y
в
n
xXAyx
 
,sin)(),(
1 1







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n
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звідки знаходимо невідомі коефіцієнти mnA  і mnB  за формулами 
                                    ,
sin)()(
sin)(),()(
0 0
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Задача 2.17 (задача Діріхле в крузі). Розв’язати задачу  
.),(    
,     ,0
222
  
222
2
2
2
2
fyxu
Ryx
y
u
x
u
u
Ryx



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


   (2.169) 
Розв’язування. У задачі (2.169) зручно перейти до полярної системи 
координат. Оскільки оператор Лапласа в полярній системі координат має 
вигляд 
,
1111
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2
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rrrrrr
r
rr
     (2.170) 
то задача (2.169) запишеться так: 
].2,0[    ),(),(
],2,0[   ,0  ,0
11
2
2
22
2
  









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 fru
Rr
u
rr
u
rr
u
Rr
                (2.171) 
 Розв’язок задачі (2.171) будемо шукати у вигляді добутку двох функцій: 
)()(),(  WrVru .     (2.172) 
Підставивши (2.172) в (2.171), знаходимо 
0
)(1
)(
2
2
2
 
 
 














W
r
rV
r
V
r
rr
W  
або 
2
2
)(
1
)(  
 
 













W
Wr
V
r
rrV
r
. 
Ліва частина цієї рівності залежить тільки від  r , а права – тільки від  , і 
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тому кожна з цих функцій дорівнює сталій відокремлення . Маємо 
.0
,0
2
2








r
V
dr
dV
r
dr
d
W
d
Wd
                                    (2.173) 
Загальний розв’язок першого з цих рівнянь має вигляд 
  ececW 21)( .    (2.174) 
Оскільки  при  заміні    на  2    точки  (r, )  і  (r, +2)  збігаються, 
то u(r, )=u(r, +2),  тобто  функція  u(r, )  повинна  бути  періодичною  за  
 з періодом 2, a разом з нею і функція W() повинна бути 2 – періодичною. 
Згідно з (2.174) це можливо тільки тоді, коли ,in  ...}, ,2 ,1 ,0{ n  а 
отже, 2n . Розв’язок (2.174) зручніше записати через тригонометричні 
функції: 
 nBnAW nn sincos)( .    (2.175) 
Перейдемо до знаходження функції V(r) з другого рівняння (2.173). 
1.  При 0n  маємо 0





dr
dV
r
dr
d
. Звідки 1c
dr
dV
r   або 
r
c
dr
dV 1 . Після 
інтегрування одержуємо 
rccrV ln)( 12  . 
Тобто є два лінійно незалежних розв’язки 
,1)(1 rV  rrV ln)(2  . 
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2. При 0n  розв’язок рівняння шукаємо у вигляді степеневої функції 
 rV . Підставляючи цю функцію у рівняння, одержуємо 
,01212   rnr  
тобто ,22 n    n . 
Отже, розв’язками другого рівняння з (2.173) є 
,)(1
nrrV      .)(2
nrrV   
Відзначимо, що nr  і nr   лінійно незалежні. 
Повернемося до шуканої функції )()(),(  wrVru . Ця функція повинна 
бути неперервною в крузі і тому розв’язки, що мають особливості, потрібно 
відкинути. Так, розв’язки rV ln   і  V r n    для n > 0 мають особливість при 
0r . Відкинемо ці розв’язки. За функцію V візьмемо 
,)( nrrV   n {0, 1, 2, ...} . 
Отже, розв’язками рівняння з (2.171) будуть функції 
),sincos(),(  nBnArru nn
n
n  n {0, 1, 2, ...}, 
де Аn, Вn – довільні сталі. 
Розв’язок задачі Діріхле в крузі будемо шукати у вигляді 
)sincos(),(
0
 


nBnArru n
n
n
n
.  (2.177) 
Сталі Аn і Вn  підберемо так, щоб функція задовольняла крайову умову,тобто 
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)sincos()(),(
0
 


nBnARfRu n
n
n
n .  (2.178) 
Розклавши функцію f  в тригонометричний ряд Фур’є 
)sincos()( ,
0
,  


nfnff ns
n
nc  
і підставивши його в (2.178), знайдемо коефіцієнти 
n
nc
n
R
f
A , ,    
n
ns
n
R
f
B
,
 ,    ( 2.129) 
де 
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Отже,  
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.  (2.180) 
Якщо підставити вирази для ncf ,  
 і     nsf ,   у цю формулу, то одержимо  
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де використано те, що для  10 
R
r
t  і θ=φψ маємо 
.
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Отже, розв’язок задачі Діріхле в крузі визначається формулою 








 d
rRrR
rR
fru
22
22
)cos(2
)(
2
1
),( ,             (2.181) 
яку називають формулою Пуассона, а інтеграл із неї – інтегралом Пуассона. 
Зауваження. У задачі Діріхле зовні круга потрібно розв’язати рівняння 
Лапласа в області  222|),( Ryxyx   за тих самих крайових умов. 
 
Задача 2.18  Розв’язати  таку задачу Діріхле для рівняння Лапласа в 
крузі: 
,10   ,0  ru  
.sin 3
1

r
u  
Розв’язування. Розв’язок задачі шукаємо у вигляді ряду 




1
0 )sincos(),(
n
nn
n nBnArAru . 
де  
nn BA  , – довільні сталі. 
Знайдемо коефіцієнти 
nA  і nB , при яких ),( ru  задовольняє крайову 
умову. Для цього перепишемо цю умову у вигляді  
.3sin
4
1
sin
4
3
sin),( 3 ru  
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Маємо 
,3sin
4
1
sin
4
3
)sincos(),(
1
0  

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Тому  
...}, ,2 ,1{  ,0  ,00  nAA n  
.4  при  0  ,
3
1
  ,0  ,
4
3
321  nBBBB n  
Підставляючи знайдені коефіцієнти в ряд, отримаємо 
.3sin
4
sin
4
3
),(
3

rr
ru  
 
Задача 2.19 (задача Діріхле в кільці). Розв’язати задачу 
       
].2,0[    ),(),(
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                         (2.182) 
Розв’язування. Методом відокремлення змінних, повторюючи розв’язу-
вання задачі 2.2, знайдемо 
)()(),(  WrVru , 
де  
,sincos)(  nBnAW nn      
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Розв’язок задачі (2.182) потрібно шукати у вигляді 
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Сталі з (2.183) визначаємо так, щоб виконувалися крайові умови 
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Розклавши функції ),(if  і{1,2}, в тригонометричні ряди Фур’є, 
підставивши їх у (2.184) і прирівнявши коефіцієнти при ,cos n  nsin  та 
вільних членах, одержимо 
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Ця система рівнянь розв’язується відносно просто: 
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Задача 2.20 (задача Діріхле в паралелепіпеді). Не порушуючи 
загальності, вважаємо,  що   крайові   функції   відмінні   від   нуля   на   одній   
із   граней  (в протилежному випадку задача розпадається на декілька задач, у 
кожній з яких крайові функції відмінні від нуля лише на одній із граней). 
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Розв’язування. Розв’язок рівняння 
0
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u
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u
u , ,0 ax    ,0 вy    cz 0 , (2.185) 
за крайових умов 
),(),,(,0)0,,(
,0),,(,0),0,(
,0),,(,0),,0(
yxfcyxuyxu
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     (2.186) 
шукаємо у вигляді 
)()()(),,( zZyWxVzyxu  .    (2.187) 
Підставивши (2.187) в (2.185), одержимо  
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. 
Увівши сталі відокремлення, одержимо такі задачі: 
,0)()()(
,0)()(
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V(0) =0,    V(a)=0; 
W(0)=0,    W(в)=0; 
Z(0)=0. 
Розв’язки цих задач даються формулами
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,sh)( zzZ nmnm     ,
22





 





 

в
m
a
n
nm
  
  ....} 2, 1, {0,, nm  
Розв’язок задачі (2.185), (2.186) шукаємо у вигляді 
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Коефіцієнти cnm визначаємо з крайової умови 
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Розклавши ),( yxf  в ряд Фур’є за функціями y
в
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підставивши результат у (2.189) та прирівнявши коефіцієнти при 
y
в
m
x
a
n 
sinsin ,  одержимо 
c
f
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
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Задача 2.21 (задача Діріхле в циліндрі). Нехай задана область 
}0  , ),,{( 22 czRyxzyxG  . Розв’язати рівняння Лапласа в області G за 
такої умови на межі G  області :  
                                        u  0 ,          ,),,( Gzyx   
fu
G


.                                                           (2.190) 
Розв’язування. Дану задачу краще розглядати в циліндричній системі 
координат. Оператор Лапласа в цій системі координат має вигляд 
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r
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Розв’язок задачі 
0u ,    Gzr  ),,( , 
,fu
G


                                                    (2.190) 
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шукатимемо у вигляді 
).()()(),,( zZWrVzru     (2.192) 
Підставивши (2.192) в рівняння з (2.190), маємо 
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Щоб відокремити змінні, покладемо 
;
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, 
де , сталі. Одержуємо такі три рівняння: 
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Перші два рівняння з (2.193) відносно прості, а третє містить два 
параметри. Параметр  пов’язаний з кутом, W() – тригонометрична функція з 
періодом 2. З вигляду другого рівняння в (2.193) можна зробити висновок 
про знак . Оскільки характеристичні корені повинні бути чисто уявними 
(періодичність), то <0 і тому введемо позначення =–2. Третє рівняння 
зводиться до рівняння Бесселя. 
Межа області складається з трьох поверхонь: нижньої і верхньої основ 
циліндра та бічної поверхні циліндра. Якщо крайові умови неоднорідні, то 
задачу (2.190) розділимо на такі три: 
1. ,0u  2. ,0u  3. ,0u  
    ,0)0,,( ru  ,0)0,,( ru  ),,()0,,( 3  rfru         (2.190) 
    ,0),,(  cru  ),,(),,( 2  rfcru  ,0),,(  cru  
    ),(),,( 1 zfzRu  ; 0),,(  zRu ; 0),,(  zRu .   
Розв’язком задачі (2.190) є сума розв’язків цих трьох задач. 
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Розв’язування першої задачі з (2.190) методом відокремлення змінних 
зводиться до розв’язування рівнянь (2.193) з відповідними крайовими 
умовами. Як відзначалося, W() – періодична функція з періодом 2  і тому 
  sincos)(
21 CCW    (2.194) 
...}. ,2 ,1 ,0{ n   
Оскільки на верхній та нижній основах функція набуває нульового 
значення, то Z(0)=0, Z(c)=0. Нетривіальний розв’язок рівняння 
0)()(  zZzZ   
за даних крайових умов існує лише при ,2  де ,
c
m
  ...} ,2 ,1{m , і має 
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Запишемо рівняння для знаходження функції V 
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У цьому рівнянні зробимо заміну змінної r за формулою x
m
c
r

  
і одержимо рівняння Бесселя вигляду 
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Якщо врахувати природну умову обмеженості в нулі, то розв’язок 
рівняння (2.196) має вигляд 





 
 r
c
m
ICxICxV nmnnmn )()( ,              (2.197) 
де  ( ) ( ) ( )nn nI x i J ix   – модифікована функція Бесселя уявного аргументу, Jn – 
звичайна функція Бесселя першого роду n-го порядку. 
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Якщо перемножити функції (2.194), (2.195) і (2.197), то одержимо 
гармонічну функцію 
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 sinsincos),,( 21 , 
яка перетворюється на нуль на верхній і нижній основах циліндру. 
Розв’язок першої задачі з (2.190) запишемо у вигляді подвійного ряду за 
m, n з деякими коефіцієнтами 
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Як звичайно, коефіцієнти знаходимо з крайової умови 
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Функцію f1 двох змінних потрібно розкласти в подвійний 
тригонометричний ряд, тобто за  і z, довизначивши  f1(,z) як функцію від  z  
непарним способом. Прирівнявши коефіцієнти при z
c
m
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Розв’яжемо другу задачу з (2.190). Методом відокремлення змінних 
вона   зводиться   до  знаходження   розв’язків   рівнянь   (2.193)  за   відповідних 
крайових умов. 
Як зазначалося, ,2n   nCnCW nn sincos)(
21
. 
Сталу  визначаємо таким чином: записуємо рівняння Бесселя 
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і підбираємо  так, щоб розв’язок рівняння був обмеженим в околі нуля  і 
дорівнював нулю на бічній поверхні циліндра, тобто .0)( RV  
Для досягнення цієї мети достатньо розглянути тільки розв’язок з 
додатним індексом, оскільки розв’язок з від’ємним індексом буде мати 
особливість, а розв’язок повинен бути обмеженим. Тому 
 rJCrV n  )( .    (2.200) 
Крайова умова при r R  дає 
0)( nJ ,     (2.201) 
де R . Позначимо через      ,...,...,, 21
n
m
nn   корені рівняння (2.201). 
Таким чином, крайова задача для V має власні значення 
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яким відповідають власні функції 
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Розв’язок першого рівняння з (2.193) за умови Z(0)=0 і , що 
визначається рівністю (2.202), має  вигляд 
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Вираз 
 
 
 
z
R
CnCnCr
R
J
n
m
mnnn
n
m
n







sh sincos 121  
є гармонічною функцією, яка набуває нульового значення на нижній основі й 
бічній поверхні  циліндра. Тоді  розв’язок  другої  задачі  з  (2.190)  шукаємо  у 
вигляді 
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Для знаходження коефіцієнтів 
mnmn DC   ,  використаємо крайову умову при z=c:  
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Припустивши, що ),(2 rf  можна розкласти в подвійний ряд за r і , 
підставимо цей розклад у (2.206). Прирівнявши коефіцієнти при 
 






nr
R
J
n
m
n cos  і 
 





 
nr
R
J
n
m
n sin , одержимо 
   
 
  
 
 
  
 
 
 






















2
0 0
22)(2
2
0 0
22)(2
.sin),(
2
sh
,cos),(
2
sh
c n
m
n
n
mn
n
m
mn
c n
m
n
n
mnn
n
m
mn
rdrdr
R
Jnrf
JR
c
R
D
rdrdr
R
Jnrf
JR
c
R
C
  (2.207) 
Розв’язок третьої задачі з (2.190) знаходимо аналогічно: 
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Задача 2.22 (задача Діріхле в кулі). Нехай областю G є куля 
}),,{( 2222 Rzyxzyx  . Потрібно знайти розв’язок рівняння Лапласа в 
області G за заданої умови на межі G області, тобто розв’язок задачі 
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Розв’язування. Задачу (2.209) зручніше розглядати в сферичній системі 
координат. Оператор Лапласа в цій системі має вигляд 
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Тому  задача (2.209) набуває вигляду 
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Розв’язувати цю задачу будемо методом відокремлення змінних. Зробимо 
заміну 
),()(),,(  YrVru .                        (2.211) 
Підставляючи (2.211) в (2.209) і здійснюючи відокремлення, одержуємо 
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де  – стала відокремлення,   – кутова частина оператора  . 
Розглянемо друге рівняння з (2.212) 
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У цьому рівнянні знову можна відокремити змінні, тобто ),( Y  шукати у 
вигляді 
).()(),(  ФQY  
Підставляючи цей вираз у рівняння, одержуємо 
,0)()(  ФФ  
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Оскільки функція ),,( ru  повинна бути періодичною по  з періодом 
2, то Ф() – періодична функція з періодом 2, а отже, ,2m  m {1, 2, ...}. 
У другому рівнянні зробимо заміну: .cos t  Тоді 
0
sin
sin
,sin
2
2
2 

















Q
m
dt
dQ
dt
d
dt
d
dt
d
d
dt
d
d
 
або 
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При m=0 одержуємо рівняння Лежандра 
  .01 2 
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 Q
dt
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    (2.215) 
Рівняння Лежандра при   1 1t  має нетривіальні розв’язки, які є 
обмеженими при 1x  і задовольняють умову 1)1( Q  лише при 
),1(  nn  n {1,2,…}. У цьому випадку (2.215) зводиться до більш відомого 
вигляду рівняння Лагранжа 
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Qd
t . 
Розв’язки цього рівняння називаються поліномами Лежандра )(tPn . 
При 0m  розв’язками рівняння 
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будуть приєднані функції Лежандра ).(tPmn  
Отже, функції, що є розв’язками другого рівняння з (2.212), мають вигляд 
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Рівняння Лапласа для функції, яка залежить лише  від радіуса 
,0)()(2)(2  rVrVrrVr    (2.218) 
де ),1(  nn  є лінійним рівнянням другого порядку зі змінними 
коефіцієнтами. Розв’язок рівняння (2.218) будемо знаходити у вигляді 
 rrV )( . 
Підставимо в (2.218) та отримаємо 
    .0121   rnnrr  
Щоб функція r  була розв’язком рівняння (2.218), необхідно, щоб 
виконувалася умова 0)1(2  nn . 
Це рівняння відносно  має два корені: ,1 n  )1(2  n  . Отже, 
диференціальне рівняння (2.218) має два частинних лінійно незалежних 
розв’язків  rn і r(n+1). Другий розв’язок відкидаємо, оскільки в нулі він має 
особливість. Тоді функція 
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n
mn Yrru  
є гармонічною в області G. 
Розв’язок задачі (2.209) шукаємо у вигляді суперпозиції таких 
гармонічних функцій 
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Сталі Amn  і Вmn  знаходимо з крайових умов: 
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Задача 2.23.  Розв’язати крайову задачу Діріхле для рівняння Лапласа в 
кулі: 
,10   ,0  ru  
.cos3 2
1

r
u  
 Розв’язування. Оскільки крайова умова не залежить від змінної , 
шукатимемо розв’язок задачі у вигляді 
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Дана функція є розв’язком рівняння для довільних 
nA , ...}, ,2 ,1{n  за 
яких ряд збігається і його можна двічі диференціювати почленно. 
Знайдемо коефіцієнти 
nA , використовуючи крайову умову  
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nn , 
звідки дістаємо,  0  ,2  ,0  ,1 210  nAAAA при 3n . 
Підставляючи ці коефіцієнти і вирази для )(cosnP  в (2.220), одержуємо  
)1cos3(1),( 22  rru . 
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Завдання до самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі: 
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Відповідь:                       
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3. Метод функції Гріна 
 
3.1 Функція Гріна крайових задач для звичайних диференціальних 
рівнянь 
 
3.1.1  Крайові задачі для звичайних диференціальних рівнянь 
 
У курсі математичного аналізу вивчалися звичайні диференціальні 
рівняння та основні методи їх розв’язування. Особливу увагу приділялось 
задачі Коші, де значення невідомої функції та її похідних задаються в одній 
фіксованій точці. Але багато задач фізики та механіки приводять до 
математичних моделей, що описуються диференціальними рівняннями, для 
яких значення невідомої функції та її похідних задаються в двох або декількох 
точках. Такі задачі називаються двоточковими або багатоточковими 
крайовими задачами. 
Далі будемо розглядати двоточкові крайові задачі для лінійних 
диференціальних рівнянь другого порядку. 
Постановка задачі. Розглянемо неоднорідну крайову задачу  
),()( xfquupLu  ),0( lx ,                                      (3.1)               
,0)0()0()( 111  uuuU   ,0)()()( 222  luluuU                (3.2)   
де    ]), ,0([1 lCp   ]) ,0([} ,{ lCfq  ,  причому  0)( xp  для ] ,0[ lх , 
,022  ii  }.2 ,1{i   
Позначимо 
LM − область визначення оператора L , яка складається з 
функцій u  із класу ]),0([),0( 12 lClC  , що задовольняють крайові умови (3.2). 
Зауважимо, що при 0i  із (3.2) одержуємо крайові умови першого роду, 
а при  0i   −  другого роду,  якщо ж коефіцієнти  i   та  i   відмінні від нуля 
одночасно – третього роду. 
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Розв’язок  задачі (3.1), (3.2)  в області визначення оператора L єдиний. 
Побудуємо його. 
Припустимо, що  відповідна  лінійна однорідна крайова задача (3.1), (3.2)      
)0( f має лише  тривіальний розв’язок 0u . 
Нехай 
1v  і 2v  − ненульові (дійсні) розв’язки таких двох задач для 
однорідного рівняння з  умовами в точках 0x  і lx  : 





;0)0()0(
,0)(
1111
1
vv
vL
         і         





.0)()(
,0)(
2222
2
lvlv
vL
                   (3.3) 
При цьому  будемо припускати також, що 0)()( 1212  lvlv , оскільки в 
інакшому випадку, згідно з нашим припущенням, .01 v  Аналогічно 
,0)0()0( 2121  vv  бо інакше .02 v  З теорії звичайних диференціальних 
рівнянь випливає, що такі розв’язки завжди існують і  належать до класу 
]),0([2 lC  двічі неперервно диференційовних  функцій на відрізку ].,0[ l  
Функції 
1v  і 2v  лінійно незалежні на відрізку ],0[ l . Дійсно, якщо б 1v  та 2v  
були  лінійно залежними, наприклад,  
)()( 21 xCvxv  , ],,0[ lx  ,0const C  
то, внаслідок крайових умов задач (3.3),  )()( 1212 lvlv  
0))()(( 2222  lvlvС , що суперечить припущенню 0)()( 1212  lvlv . 
Розв’язок задачі (3.1), (3.2)  будемо шукати методом варіації довільної 
сталої у вигляді 
),()()()()( 2211 xvxCxvxCxu  ].,0[ lx                                 (3.4) 
Згідно з цим методом похідні від функцій )(1 xC , )(2 xC  повинні 
задовольняти систему лінійних алгебраїчних рівнянь 






.
)(
)(
)()()()(
,0)()()()(
2211
2211
xp
xf
xvxCxvxC
xvxCxvxC
                                    (3.5) 
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Головним визначником  даної системи рівнянь відносно невідомих  )(1 xC , 
)(2 xC  є визначник  Вронського  
,
)()(
)()(
)(
21
21
xvxv
xvxv
xW

  ],0[ lx . 
Оскільки розв’язки 
1v  і 2v  − лінійно незалежні, то визначник 
0)()()()()( 1221  xvxvxvxvxW ,  ],0[ lx . 
Тому існує єдиний розв’язок системи (3.5), який можемо знайти за 
формулами Крамера: 
)()(
)()(
)(
)(
0
)(
1
)( 2
2
2
1
xWxp
xvxf
v
xp
xf
v
xW
xС 

 , 
)()(
)()(
)(
)(
0
)(
1
)( 1
1
1
2
xWxp
xvxf
xp
xf
v
v
xW
xС 

 . 
Користуючись тотожністю Остроградського-Ліувілля 
)0()0()()( WpxWxp  , ],0[ lx , 
(див., наприклад, [18]), одержуємо  
)0()0(
)()(
)( 21
Wp
xvxf
xС  ,    
)0()0(
)()(
)( 12
Wp
xvxf
xС  .                                    (3.6) 
Щоб задовольнити крайові умови (3.2), покладемо 0)0(2 C , 0)(1 lC , 
оскільки  
    )0()0()0()0()0()0()0()0( 2211122111 vCvCvCvC  
    0)0()0()0()0()0()0( 2121211111  vvCvvC , 
та аналогічно для кінця lx  . Інтегруючи (3.6) при умовах 0)(1 lC , 0)0(2 C , 
маємо 
 
l
x
dvf
Wp
xC )()(
)0()0(
1
)( 21 , 
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 
x
dvf
Wp
xC
0
12 )()(
)0()0(
1
)( , ],0[ lx . 
 Підставляючи отримані значення в (3.4), знаходимо  шуканий розв’язок 
задачі (3.1), (3.2) у вигляді 






 
l
x
x
dvfxvdvfxv
Wp
xu )()()()()()(
)0()0(
1
)( 21
0
12
, ],0[ lx , 
або 
 
l
dfxGxu
0
)(),()( ,    ],0[ lx ,                                         (3.7) 
де  






.),()(
,0),()(
)0()0(
1
),(
12
21
lxvxv
xvxv
Wp
xG                             (3.8) 
Функція G  називається функцією Гріна (функцією впливу) крайової задачі 
(3.1), (3.2) або оператора  L. 
Отже, доведено наступний результат. 
Теорема 3.1.  Якщо відповідна  лінійна однорідна крайова задача (3.1), 
(3.2) з 0f  має лише  тривіальний розв’язок 0u ,  то існує єдиний розв’язок 
неоднорідної крайової задачі (3.1), (3.2) , який можна зобразити в 
інтегральній формі  (3.7). 
 
Наведемо властивості функції  Гріна G , які випливають безпосередньо з 
формули (3.8).  
1.  G  визначена й неперервна в квадраті   } ) ,0(  ,  ,0  ) ,( {: llxxП    
(рис.3.1) і має неперервні похідні за x  в замкнених трикутниках 
}0),{( lxx    та  }0),{( lxx  . 
2.  Симетричність: ),,(),( xGxG   Пx ),( . 
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),,0(),0(  GG  
)(
1
),0(),0(
xp
GG xx  ,  ),0( l . 
 
Фізичний зміст функції Гріна 
 
Розглянемо крайову задачу 
),()( 0xxuL   ),,0( lx  
,0)0( u  ,0)( lu  
де 0x  фіксована точка з ),,0( l  тобто задачу із зовнішнім джерелом, 
поміщеним у точку 
0x . Тут )( 0xx – дельта-функція Дірака (див. додаток 6).  
На підставі теореми 3.1  розв’язок  даної задачі  визначається формулою 
),( )(),()( 0
0
0 xxGdxxGxu
l
  , ],0[ lx . 
Тому ),( 0xxG  − це збурення в точці x , породжене точковим джерелом 
потужності 1, розміщеним у точці 
0x . 
 
 
        3. ),( xG  як функція х задовольняє лінійне 
однорідне рівняння 
0)( GL ,   x ,   lх ,0 . 
       4. На бічних сторонах квадрата П  функція Гріна  
задовольняє однорідні крайові умови (3.2).  
       5.   На діагоналі x  ),( xG  як функція x  
неперервна, а її похідна ),(  xGx  має розрив першого 
роду зі стрибком 
)(
1
xp
 , тобто 
 
         
                          x= 
       l 
            x <  
 
                         П                  
                       
                  x > 
    
        0                         l      x 
 
Рис.3.1 
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Приклад 3.1 (статична задача  про профіль струни). Розв’язати  задачу 
),()( xfxu  ,10  x  
 ,0)0( u 0)1( u , 
де f  − довільна двічі неперервно диференційовна функція на відрізку  1,0 . 
Розв’язування. Дізнаємось спочатку, чи існує функція Гріна для даної 
крайової задачі. Для цього розглянемо відповідну однорідну крайову задачу 
,0)(  xu ,10  x  
,0)0( u 0)1( u . 
Загальним розв’язком однорідного рівняння буде 
21)( CxCxu  , 
21   , CC довільні сталі. Крайові умови ,0)0( u 0)1( u  задовольняються тоді і 
тільки тоді, коли сталі 021 СС , тобто 0u . А це означає, що для заданої 
задачі, на підставі теореми 3.1, можна побудувати функцію Гріна. 
Виберемо два лінійно незалежних розв’язки, кожен з яких задовольняє 
одну з крайових умов. Розв’язок  xxu )(1  задовольняє першу крайову умову 
,0)0( u  а розв’язок  1)(2  xxu  − другу умову 0)1( u . Тому функцію Гріна 
шукаємо у вигляді 






.1),1)((
,0,)(
),(
2
1
xxC
xxC
xG  
З властивості  неперервності функції ),( xG  та стрибка похідної ),(  xGx  
при x , отримуємо умови для визначення невідомих функцій )(1 C , )(2 C :   





.1)()(
,0)()1)((
12
12
CC
CC
 
Визначником  Вронського даної системи є  
.1
11
1



W  
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Отже, беручи до уваги, що ,1)( xр  на підставі формули (3.8) функція 
Гріна даної задачі має вигляд 






.1,)1(
,0),1(
),(
xx
xx
xG  
Тепер розв’язок задачі запишемо у вигляді 
  
1
0
1
0
)()1()()1()(),()(
x
x
dfxdfxdfxGxu , ]1,0[x . 
Фізичний зміст отриманого розв’язку – профіль струни при статичному 
навантаженні ),(xf ]1,0[x .  
 
Приклад 3.2.  Побудувати функцію Гріна крайової задачі 
),()()( 2 xfxukxu   ,10  x  
,0)0( u  0)1( u . 
Розв’язування.  Розглянемо відповідну однорідну крайову задачу 
,0)()( 2  xukxu  ,10  x  
,0)0( u  0)1( u . 
Загальний розв’язок однорідного  рівняння має вигляд 
kxkx BeAexu )( , ]1,0[x . 
Очевидно, що крайові умови задовольняються тоді і тільки тоді, коли 
0 BA , тобто коли однорідна задача має лише тривіальний розв’язок  0u . 
Отже, на підставі теореми 3.1 функція Гріна даної задачі існує. 
  
Будуємо функцію Гріна. Виберемо два розв’язки, кожен з яких 
задовольняє одну з крайових умов, тобто  розв’язки таких двох задач: 





;0)0(
,0)()( 2
u
xukxu
               





.0)1(
,0)()( 2
u
xukxu
 
Розв’язуючи ці задачі, знаходимо kxxu sh)(1  , )1(sh)(2  xkxu , причому 
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вони є лінійно незалежними. Таким чином, функцію Гріна можна записати у 
вигляді 






,1),1(sh)(
,0,sh)(
),(
2
1
xxkC
xkxC
xG  
де невідомі функції )(1 C , )(2 C  знаходимо з умов неперервності функції 
),( xG  та стрибка похідної ),(  xGx при x :  





.1сh)()1(сh)(
,0sh)()1(sh)(
 1 2
12
kkCkkC
kCkC
 
 Значення визначника Вронського даної системи буде таке:  
  .sh)1(shсh)1(сhsh
сh)1(сh
sh)1(sh
kkkkkkk
kkkk
kk
W 


  
Враховуючи, що ,1)( xр  за формулою (3.8) знаходимо функцію Гріна 
даної задачі у вигляді 










.1,
sh
)1(shsh
,0,
sh
sh)1(sh
),(
 
 
x
kk
xkk
x
kk
kxk
xG     
 
Приклад 3.3. Використовуючи функцію Гріна, розв’язати крайову задачу 
,)()( xxuxu   ,10  x  
,0)0( u  .0)1( u  
Розв’язування. З’ясуємо спочатку, чи існує функція Гріна. Розглянемо  
відповідну однорідну крайову  задачу 
,0)()(  xuxu  ,10  x  
,0)0( u  .0)1( u  
Загальним розв’язком однорідного рівняння є 
xx BeAexu )( , ]1,0[x . 
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Крайові умови задовольняються тоді і тільки тоді, коли 0 BA , тобто 
0u . Отже,  функція Гріна існує. 
Легко переконатися (див. приклад 3.2), що  










,1,
1sh
)1(shsh
,0,
1sh
sh)1(sh
),(
x
x
x
x
xG                                      (3.9)   
є функцією Гріна  заданої крайової задачі.          
Розв’язок крайової задачі записуємо у вигляді 
 
1
0
),()( dxGxu ,  ]1,0[x ,                                             (3.10) 
де функція G  визначається формулою (3.9). 
 Розбиваючи проміжок інтегрування на два і підставляючи в (3.10) вираз 
для функції  Гріна із (3.9),  отримуємо 




  d
x
d
x
xu
x
x 1
0 1sh
sh)1(sh
1sh
)1(shsh
)(  


  d
x
d
x
x
x 1
0
)1sh(
1sh
sh
sh
1sh
)1(sh
. 
Оскільки  
xxxxxd
vddv
dduu
d
x
x
x
x
shchshchchch
chsh
sh
0
0
0
0



  , 



 
1
1
1
)1ch()1ch(
)1ch()1sh(
)1sh(
x
x
x
d
vddv
dduu
d
1),sh()1ch(1)1sh()1ch(1
1
 xxxxx
x
 
то, скориставшись  формулою  shсhсhsh)sh(  та парністю 
функції xsh , отримуємо 
x
x
xxxxxxxxxu 
1sh
sh
)]1)sh()1ch(1(sh)shch)(1(sh[
1sh
1
)( , 
]1,0[x . 
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Приклад 3.4.  За допомогою функції  Гріна  розв’язати  крайову задачу 
,0 ),1,0(  ,)1(22  mxxmmuxux m                         (3.11)                    
),1()1( uu   u  обмежена на )1,0( .                                (3.12) 
Розв’язування. Спочатку знайдемо загальний розв’язок відповідного 
однорідного рівняння та впевнимося, що умови (3.12) виконуються лише тоді, 
коли 0u . Дійсно, позначаючи zu  , отримаємо 022  xzzx  або 
x
z
z
2
 , 
звідки, відокремлюючи змінні та інтегруючи, знаходимо 1lnln2ln Cxz  , 
тобто 
2
1
x
C
z  . Отже, загальним розв’язком відповідного однорідного рівняння 
буде  
 
2
1)( C
x
C
xu  ,                                                (3.13) 
де 
21   , CC − довільні сталі. 
Зрозуміло,  що  розв’язок   u ,  який  визначається  формулою  (3.13),  
задовольняє умови  (3.12)  лише  при  021 CC ,  а  отже, функцію Гріна  для  
задачі  (3.11), (3.12)  можна побудувати. 
 Із  загального розв’язку (3.13) легко виділити частинний розв'язок 
x
xu
1
2)(1  , який задовольняє першу крайову умову, і розв'язок ,1)(2 xu  
обмежений на ).1,0(  Тому функцію G  шукаємо у вигляді        













.1,
1
2)(
,0             ),(
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2
1
x
x
C
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xG  
Функції )(1 C  та  )(2 C  знаходимо з умов 








1
2)()( 21 СC ,  222
11
)(



C . 
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 Звідси 1)(2 C , 

1
2)(1C . Таким чином, 

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Шуканий розв'язок крайової задачі (3.11), (3.12) має вигляд  
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
Побудувати функцію Гріна  крайових задач: 
1.     )(xfu  , ,10  x  
)1()0( ),1()0( uuuu  . 
Відповідь:                     






.1     ,1)1(
,0,)2(1
),(
xx
xx
xG  
2.     ),0( ),()()( 2  kxfxukxu  ,10  x  
,0)0( u  0)1( u .  
Відповідь:                     









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.1,
sin 
)1(sinsin
,0,
sin 
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3.   )(xfuux  ,  ,21  x  
      0)1(  ,0)2(  uu . 
Відповідь:                      












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2
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2
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4.    ),(2 xfuuxux   
      ,0)1( u  u обмежена на )1,0( . 
Відповідь:                      



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








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3.1.2 Функція Гріна  задачі Штурма-Ліувілля  
 
Якщо коефіцієнти рівняння (3.1) або крайових умов (3.2) залежать від 
деякого параметра  , то ті значення ,  при яких крайова задача має 
нетривіальні розв’язки ( 0u ), називаються власними значеннями, а ці 
нетривіальні розв’язки – відповідними власними функціями. 
Теорема 3.2.  Крайова задача 
 ,fuLu      
LMu ,  ),0( lCf  ,                                       (3.14)               
,0)(1 uU   0)(2 uU                                                    (3.15)   
за  умови, що 0  не є власним значенням оператора L , еквівалентна 
інтегральному рівнянню Фредгольма 
 
l l
dfxGduxGxu
0 0
)(),()(),()(  , ),,0( lx                   (3.16) 
]),0([ lCu , 
де G − функція Гріна оператора L . 
Доведення.  Якщо u − розв’язок крайової задачі (3.14), (3.15), то, 
застосовуючи теорему 3.1 із заміною f на fu  , отримаємо 
 
l
dfuxGxu
0
)]()()[,()( , 
тобто функція u  задовольняє інтегральне рівняння (3.16). 
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Нехай функція ]),0([0 lCu   задовольняє інтегральне рівняння (3.16).  
Розглянемо крайову задачу 
,0 fuLu    LMu ,   
,0)(1 uU   0)(2 uU . 
На підставі теореми 3.1 єдиний розв’язок цієї задачі можна подати у 
вигляді 
0
0
0 )]()()[,()( udfuxGxu
l
  , 
звідки випливає, що  
LMu 0  і задовольняється рівняння 
,00 fuLu   
тобто 
0u  є розв’язком крайової задачі (3.14), ( 3.15). Теорема доведена. 
 
Важливим випадком задач на власні значення є задача Штурма-Ліувілля: 
,0)(  uquup  ),0( lx ,                                            (3.17)               
,0)0()0( 11  uu  ,0)()( 22  lulu                                  (3.18)   
 де ]), ,0([1 lCp  ]) ,0([ lCq , причому 0)( xp  для  lх ,0 , ,022  ii  
}.2 ,1{i  
Згідно з теоремою 3.2 крайова задача (3.14), (3.15) з 0f  
перетворюється  в задачу Штурма-Ліувілля  і, відповідно, задача Штурма-
Ліувілля  (3.17),  (3.18)  еквівалентна  задачі  на  власні  значення  однорідного 
інтегрального рівняння 
 
l
duxGxu
0
)(),()( ,  lх ,0 , 
за умови, що  0  не є власним значенням оператора L . 
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Приклад 3.5.   Звести крайову задачу  
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до інтегрального рівняння. 
Розв’язування.  Спочатку знайдемо функцію Гріна  G  задачі 
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Оскільки лінійно незалежними розв’язками однорідного рівняння 0)(  xu , 
які задовольняють крайові умови 0)0( u  і 0
2





 
u , відповідно є функції 
xxu )(1  і 
2
)(
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 xxu , то функцію Гріна будуємо у вигляді 
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Отже,                             
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Далі,  отримуємо для розв’язку u  даної задачі таке інтегральне рівняння: 
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 
 
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2
0
2
0
),()(),()( dxGduxGxu , 
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,0x , 
де  інтеграл      
,
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Таким чином, наша крайова задача звелась до інтегрального рівняння 
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Задачі для самостійного розв’язування  
 
Звести до інтегральних рівнянь наступні крайові задачі: 
1. , 2xuu  ,
2
,0 
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2. , xeuu    ),1,0(x     0)1()0(  uu . 
Відповідь:           ,1)( ),()(
1
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  xexeduxGxu
x  
                                          


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3. ,12  xuu  ),1,0(x  )1()0(  ),1()0( uuuu  . 
Відповідь:       ),51732(
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4.     , xeuu    ),1,0(x  )1()1(  ),0()0( uuuu  . 
Відповідь:                ,)( ),()(
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3.2  Функція Гріна  задачі Коші для параболічних рівнянь 
 
3.2.1  Задача Коші для рівняння теплопровідності  
 
Розглянемо задачу про розповсюдження тепла в тонкому однорідному 
довгому стержні з теплоізольованою бічною поверхнею за відсутності 
внутрішніх джерел тепла.  Якщо стержень достатньо довгий, то процеси в 
середній частині стержня, далекій від його кінців, будуть залежати лише від 
початкового розподілу температури, температурні режими на кінцях стержня 
не будуть істотно впливати на розподіл температури в стержні протягом 
деякого проміжку часу. Тому можна вважати, що стержень є нескінченним, 
крайові умови не враховуються. Математичною моделлю поставленої задачі 
буде 
   ,0   ,   ,2  txuau xxt R                                         (3.19) 
.   ),()0,( R xxxu                                                (3.20) 
Така задача називається початковою задачею або задачею Коші. 
Для розв’язування цієї задачі скористаємось спочатку методом 
відокремлення змінних.  
Будемо шукати ненульові частинні розв’язки рівняння (3.19) у вигляді 
 ).()(),( tTxXtxu                                                    (3.21) 
Підставимо (3. 21) в (3.19) 
)()()()( 2 tTxXatTxX   
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і відокремимо змінні    
,
)(
)(
)(
)(
2




xX
xX
tTa
tT
 
де λ  деяка стала.  Одержимо два рівняння  
,0)()( 2  tTatT     .0)()(  xXxX  
Загальний розв’язок першого рівняння  .)(
2
1
taeCtT   
Оскільки ні при якому фіксованому x  температура )()(),( tTxXtxu   не 
може необмежено зростати за абсолютною величиною при  t , то λ 
повинно бути від’ємним. Тоді .sincos)( 32 xCxCxX   
Поклавши  ,2k  отримуємо 
,sincos)()( 32
22
1         , kxCkxCxXCtT
take    
і з (3. 21) 
,)Bsincos(),(
22
kxkxAtxu takek 

 
де .   , 3121 BCCACC   Сталі А та В залежать від k , яке набуває будь-яких 
дійсних значень, оскільки відсутні крайові умови. Отже, 
)sin)(B)cos((),(
22
kxkkxkAtxu takek 

                             (3.22) 
є частинним розв’язком рівняння (3.19) за  довільних )(kA  та  ).(kB  
Інтегруючи (3.22) за параметром k , отримуємо розв’язок рівняння (3.19): 
.)sin)(B)cos((),(
22
dkkxkkxkAtxu take  


                            (3.23) 
Виберемо )(kA   та   )(kB   таким  чином,  щоб  виконувалась  початкова  
умова  (3.20),  тобто 
).()sin)(B)cos(()0,( xdkkxkkxkAxu  


                              (3.24) 
Зобразимо  функцію     інтегралом  Фур’є  та  порівняємо  з  інтегралом  із 
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формули (3.24): 
,sin)(sincos)(cos
2
1
)(cos)(
2
1
)(             
dkdkkxdkkx
dxkdkx
 























 
звідки дістанемо 
.sin)(
2
1
)(              ,cos)(
2
1
)( 



 




dkkBdkkA                 (3.25) 
Підставляючи (3.25) в (3.23),  отримуємо 
.)(cos)(
2
1
sinsin)(
2
1
coscos)(
2
1
),(
22
22




























dxkdk
dkkxdkkxdktxu
tak
tak
e
e
 
Змінимо порядок інтегрування dкxkdtxu take )(cos
2
1
)(),(
22


 




  
та обчислимо внутрішній інтеграл, використовуючи парність підінтегральної 
функції і формулу  .    , 0
2
 cos
1 2
2
0
22








 c
c
kdк cck ee  
Остаточно маємо  
.0    ,    ,)(
 2
1
),(
2
2
4
)(
 


 




txd
ta
txu ta
x
e R                           (3.26) 
Отриману формулу називають формулою Пуассона для розв’язку задачі 
Коші для рівняння теплопровідності на прямій. 
Теорема 3.3.  Нехай функція   із початкової умови (3.20) задовольняє 
умови: 
1) функція   неперервна на ;R  
2) .)(   :     0 MxxM  R      
150 
 
Тоді функція u , що визначається формулою Пуассона (3.8), неперервна 
при 0  ,  tx R , має неперервні частинні похідні xxt uu   ,  при 0  ,  tx R , 
задовольняє рівняння  теплопровідності (3.19) при 0      ,  tx R  і 
).(),(lim   :),( 0
0
0
0
xtxux
xx
t



 
Зауваження. 
1. Доведення теореми, яке полягає в підстановці отриманого інтеграла в 
рівняння  (3.19) та початкову умову (3.20) пропонуємо розглянути, наприклад, 
в [20]. 
2. Зображення функції   інтегралом Фур’є можливий, якщо функцію   
можна розкласти в ряд Фур’є на будь-якому обмеженому інтервалі та якщо 
інтеграл 


 dxx)(  збіжний.  
 
 
3.2.2  Фундаментальний розв’язок рівняння теплопровідності  
 
Позначимо  
0,  t,},{  ,
 2
1
);,(
2
2
4
)(
 





Rx
ta
txG ta
x
e               (3.27) 
тоді формула (3.26) набуде вигляду 
0.  t,  ,)();,(),(  


RxdtxGtxu  
Функція );,( txG   як функція x  і t  є розв’язком одновимірного рівняння 
теплопровідності і задовольняє однорідну початкову умову при x . 
Виконання рівності xxt GaG
2  буде очевидним, якщо обчислити частинні 
похідні 
tG  та ,xxG  вважаючи величини a  та   сталими відносно змінних x , t : 
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Виконання початкової умови перевіримо, перейшовши до границі при 
:0t  
  ,0
 2
1
lim);,(lim
2
2
00
4
)(
 






ta
x
e
ta
txG
tt
при .  x  
 
Функція G  називається функцією Гріна задачі Коші або 
фундаментальним розв’язком одновимірного рівняння теплопровідності і має 
важливий фізичний зміст, пов’язаний з поняттям теплового імпульсу. 
 
Фізичним тепловим імпульсом прийнято називати початковий розподіл 
температур вигляду 






),,(),(    ,0
),,(    ,
)(
00
000
xxx
xxxu
x  
де 
0u   стала і 0 (рис. 3.1).                                                                                           
                                                           
 
                                                                   
0u  
     
                                                         
 
                                   0x                   0x                   0x                       x  
 
Рис. 3.1 
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Такий початковий розподіл температури виникає, якщо в стержень з 
нульовою початковою температурою у момент часу 0t  на відрізок 
],[ 00  xx  раптово вводиться певна кількість тепла Q таким чином, що 
температура відрізка миттєво стає рівною 
0u . Якщо площа перерізу стержня 
S , то S2  об’єм розглянутого відрізка, а S2   його маса. Тоді при питомій 
теплоємності с матеріалу стержня кількість тепла .2 0cuSQ   
 Потрібно відмітити, що температура практично не може бути 
представлена розривною функцією, але вона (пунктирна лінія на рис. 3.1) буде 
ближче до цієї функції  , якщо підігрів стержня буде різким та 
короткочасним. У точках 0x  та 0x  функція   не визначена, але це не 
становить проблему, оскільки розривну функцію   можна зобразити 
інтегралом Фур’є і його значення в цих точках дорівнює ,
2
0u  тому  вважаємо, 
що початкова температура в цих точках також дорівнює .
2
0u  
Розв’язок задачі (3.19), (3.20) при такій початковій функції  за формулою 
(3.26) буде мати вигляд 
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На підставі теореми про середнє значення з інтегрального числення 
маємо 
,2
0
0
2
2
2
2
4
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~
(
 
4
)(
 








x
x
ta
x
ta
x
ee d  
де  00
~
xx . Покладемо додатково cSQ  .  Тоді розв’язок задачі про 
тепловий імпульс набуде вигляду  
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Розглянемо    тепер   точковий    тепловий    імпульс,   який    отримаємо 
спрямувавши    до нуля. Тоді ,
~
0x  а розв’язок  набуде вигляду 
.0    ,   ,),(
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
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
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txtx
ta
txu ta
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e R                     (3.28) 
 
 
Точковий тепловий імпульс є ще 
більшою абстракцією, ніж фізичний 
тепловий імпульс, але він також може бути 
приблизно реалізований, якщо, наприклад,  
полум’я буде дуже вузьким. 
Розглянемо тепер, як поширюється 
тепло в стержні після точкового імпульсу. 
Побудуємо графіки фундаментального 
розв’язку  з  фіксованим 
0x  в  різні  моменти  
  G                         
                             
1tt               
                   
 
                                     
                                    
2tt   
 
 
                                            
3tt   
                                                                                         
     0                          
0x                          x   
  
Рис. 3.2 
часу ...0 321 ttt   . Такі криві називаються кривими Гауса.  
На рисунку 3.2 видно, що при ...    ,    ,     , 321 ttt  графіки симетричні     
відносно прямої 
0xx  , причому максимуми досягаються при 0xx   (в тій 
точці, де був прикладений імпульс) і дорівнюють .
 2
1
ita 
 Площа під кожною 
кривою дорівнює 
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Отже, кількість тепла в стержні  залишається незмінною з плином часу. 
Для всіх значень 0t  майже все тепло зосереджене в малому околі точки 0x . 
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З цього випливає, що при 0t  вся кількість тепла знаходиться в точці 0xx  , 
що дає миттєве точкове джерело тепла. Функцію G  часто називають 
функцією миттєвого точкового джерела. 
При 0t  в точках, відмінних від 
0x ,  
функція ),(0 tx , як функція часу t , 
спочатку зростає від 0 до якогось 
максимального значення, а потім 
монотонно спадає, прямуючи до нуля при 
t . При 0t  функція ),(0 tx  не 
визначена, а 
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Рис. 3.3 
(для  обчислення  скористалися  правилом  Лопіталя).  
Максимальне значення набувається при 
2
2
0
max
2
)(
a
xx
t

  (рис. 3.3) і дорівнює 
  .
 2
1
0
max
xxe 
  
Таким чином, температура в будь-якій точці 0xx   спочатку 
підвищується до 
max , а потім спадає до нуля. Максимальна температура в 
точці 0xx   обернено пропорційна відстані від цієї точки до точки 
прикладання імпульсу, а час, необхідний для досягнення цієї температури, 
прямо пропорційний квадрату вказаної відстані. 
Якщо застосувати фізичний зміст фундаментального розв’язку (3.27) до 
(3.26), то розв’язок задачі теплопровідності на необмеженому стержні при 
початковій умові (3.20) можна розглядати як результат накладання 
температур, що виникають у точці x  в момент часу t  внаслідок неперервно 
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розподілених по стержню теплових імпульсів «інтенсивності» )(  в точці  , 
прикладених у момент .0t  
 
Зауваження. У прикладних задачах при обчисленні інтеграла (3.26)  
часто використовується функція (рис. 3.4) 
 ,
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
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z
dz e                                         (3.29) 
яка називається функцією помилок та займає важливе місце в теорії 
ймовірностей. Ця функція має такі властивості: 
1.   ,1)(     ,1)(                                                 
2. ;0)0(                                                                    
3.  );()( zz                                                                       
4.    .1
 
1 2
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Для значень функції помилок існують 
спеціальні таблиці.                                                            
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                            1 
                                                       
                                                                 z 
   
                          −1 
 
Рис. 3.4 
 
Розглянемо неоднорідну задачу Коші на прямій 
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                      (3.30) 
або 
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Зауваження. Аналогічно можна знаходити розв’язки задач Коші для 
багатовимірного рівняння теплопровідності 
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Приклад 3.6.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на 
прямій 
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Зробимо заміну змінної інтегрування 
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Рис. 3.5 
 
Розглянемо кожен інтеграл окремо та зведемо його до інтеграла помилок 
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Графіки розв’язків при  0t  схематично зображено на рис. 3.5           
                           
Приклад 3.7.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на 
прямій 
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Зробимо заміну змінної інтегрування 
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Рис. 3.6 
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Графіки розв’язків при  0t  подано на рисунку 3.6.  
 
Приклад 3.8.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на 
прямій 
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Рис. 3.7 
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Зробимо внесення під знак диференціала в першому інтегралі, а в 
другому  скористаємось властивостями функції (3.29). Тоді 
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Отже, розв’язок задачі визначається формулою 
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Графіки розв’язків при  0t  зображено на рисунку 3.7.  
 
Приклад 3.9.   Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на 
прямій 
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Розглянемо кожний інтеграл окремо, позначивши перший інтеграл через 
1I , а другий – через 2I . 
Зробимо таку заміну змінної інтегрування в інтегралі 
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Тоді після розкриття дужок і зведення подібних членів отримаємо 
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Отже, 
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Зробимо заміну змінних інтегрування в інтегралі 
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Графіки розв’язків при  0t  
представлено на рисунку 3.8.  
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Рис. 3.8 
       
Приклад 3.10.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на 
прямій 
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Обчислимо інтеграл І. Окремо розглянемо показник степеня 
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Рис. 3.9 
Отже, розв’язок задачі визначається формулою 
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Графіки розв’язків при  0t  подано на рисунку 3.9.  
 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій: 
1.    ,0  ,   ,4  txuu xxt  R  
      .   ,)0,(
23 2
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3.2.3  Властивості  розв’язків  задачі Коші  для  рівняння 
          теплопровідності 
 
Лема 3.1. Якщо функція   є непарною функцією ( )()( xx   ), то 
розв’язок задачі (3.19),  (3.20) дорівнює  нулю  при 0x , тобто 0),0( tu  для 
всіх .0t  
Доведення.  Підставимо в формулу Пуассона (3.26) :0x  
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Підінтегральна функція є непарною як функція змінної ,  оскільки є 
добутком непарної функції   та парної  .
2
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tae


 Інтеграл від непарної 
функції по проміжку, симетричному відносно початку координат, дорівнює 
нулю. 
Отже, .0),0( tu  Лема доведена. 
 
Лема 3.2. Якщо функція   є парною функцією ( )()( xx   ), то похідна 
за просторовою змінною розв’язку задачі (3.19),  (3.20) дорівнює  нулю  при 
0x , тобто 0),0( tux  для всіх .0t  
Доведення. Продиференцюємо за x  функцію u , задану формулою 
Пуассона (3.26): 
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Підінтегральна функція є непарною функцією змінної ,  оскільки вона є 
добутком непарної функції   та парних  )(  та .
2
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tae


 Інтеграл від 
непарної функції по проміжку, симетричному відносно початку координат, 
дорівнює нулю. 
Отже, .0),0( tux  Лема доведена. 
 
3.2.4  Початково-крайові задачі для рівняння теплопровідності в 
         напівобмеженому інтервалі 
 
Розглянемо задачу про розподіл тепла поблизу одного з кінців тонкого 
однорідного стержня з теплоізольованою бічною поверхнею. У такому 
випадку температурний режим на іншому кінці не важливий. Тоді вважають, 
що цей кінець знаходиться на нескінченності і задача розглядається в 
напівобмеженому інтервалі ),0( x , тобто математично виникає початково-
крайова задача для рівняння теплопровідності. 
 
Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що на кінці 0x  
стержня задано нульову температуру 
 ,0   ,0   ,2  txuau xxt                                           (3.31) 
,0   ),()0,(  xxxu                                                 (3.32) 
 .0   ,0),0(  ttu                                                                 (3.33) 
Продовжимо функцію   на від’ємну піввісь непарним способом 
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задовольняє рівняння ,2 xxt vav   початкову умову )()0,( xxv   при  x0  
та крайову умову 0),0( tv  (на підставі леми 3.1).  
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Проведемо заміну змінної інтегрування в першому інтегралі  ,z  
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Отже, розв’язок задачі (3.31)(3.33) зображується у вигляді  
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Приклад 3.11. Розв’язати початково-крайову задачу для рівняння тепло-
провідності на півпрямій 
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Розв’язування.  Застосуємо формулу (3.16): 
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Зробимо заміну змінних інтегрування за формулами: 
а)   для першого інтеграла 
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Рис. 3.10 
  
 б)   для другого інтеграла 
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Розглянемо частинний випадок цього прикладу: 
 Нехай  ,01 x    ,2 lx   тоді  
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Графіки розв’язків при  0t  представлені на рисунку 3.10. Оскільки відсутній 
теплообмін із зовнішнім середовищем, то площа під кожною кривою 
(заштрихована область) має одне й те саме значення  l и0. 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
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Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що кінець стержня 
теплоізольований 
,0    ,0    ,2  txuau xxt                                         (3.35) 
,0   ),()0,(  xxxu                                                 (3.36) 
     .0   ,0),0(  ttux                                                                (3.37) 
Продовжимо функцію   на від’ємну піввісь парним способом 
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задовольняє рівняння ,2 xxt vav   початкову умову )()0,( xxv   при  x0  
та крайову умову 0),0( tvx  (на підставі леми 3.2).  
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Здійснимо заміну змінної інтегрування в першому інтегралі 
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Отже, розв’язок задачі (3.31)(3.33) можна зобразити у вигляді  
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
Розв’язати початково-крайову задачу для рівняння теплопровідності на 
півпрямій: 
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Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що початкова 
температура стержня дорівнює нулю, а на кінці 0 x  стержня задано закон 
зміни температури 
,0    ,0   ,2  txuau xxt                                           (3.39) 
,0   ,0)0,(  xxu                                                       (3.40) 
 .0   ),(),0(  tttu                                                             (3.41) 
Розв’язок цієї задачі будемо шукати у вигляді 
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            (3.42) 
Так задана функція задовольняє рівняння (3.39), в чому можна 
переконатися, продиференціювавши u  один раз за t і двічі за х та підставивши 
результати в (3.39): 
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Доведемо, що u  задовольняє умови задачі. Для зручності проведемо 
заміну змінної інтегрування за допомогою формул 
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Задовольнимо початкову умову (3.40): 
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Задовольнимо крайову  умову (3.41): 
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Отже,  функція (3.42) є розв’язком задачі (3.39)(3.41).  
 
Приклад 3.12. Розв’язати початково-крайову задачу для рівняння 
теплопровідності на півпрямій 
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Розв’язування.  Застосуємо формулу (3.42):   
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Проведемо заміну змінної інтегрування за формулами 
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Рис. 3.11 
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Графіки розв’язків при  0t  схематично подано на рисунку 3.11. 
 
 
Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що початкова темпе-
ратура стержня дорівнює нулю, а на його кінець 0 x  подається тепловий 
потік 
,0    ,0   ,2  txuau xxt                                           (3.43) 
,0   ,0)0,(  xxu                                                       (3.44) 
    .0   ),(),0(  tttux                                                            (3.45) 
Перевіримо, що розв’язком цієї задачі буде функція 
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                (3.46) 
Продиференцюємо функцію u  один раз за t та двічі за х та результати 
підставимо в (3.43) для того,  щоб переконатися, що вона задовольняє 
рівняння (3.43). Маємо 
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Звідси  очевидно випливає, що .2 xxt uau    
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Тепер доведемо, що u  задовольняє умови задачі. Проведемо заміну 
змінної інтегрування 
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Задовольнимо початкову умову (3.44): 
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Задовольнимо крайову умову (3.45): 
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Отже, функція (3.46) є розв’язком задачі (3.43)−(3.45). 
 
 
Розв’яжемо початково-крайову задачу за умови, що відома початкова 
температура стержня, а на його кінці 0 x  задано закон зміни температури  
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Використовуючи результати розв’язування задач (3.31)−(3.33) та 
(3.39)−(3.41), отримуємо 
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Розв’язати початково-крайову задачу для рівняння теплопровідності на 
півпрямій 
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3.3  Функція Гріна крайових задач для рівнянь еліптичного типу 
 
3.3.1 Формули Гріна 
 
Перш ніж перейти до власне розв’язування крайових задач для рівнянь 
еліптичного типу пригадаємо деякі факти з курсу математичного аналізу. 
 Розглянемо відому формулу Остроградського-Гауса  
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де V  деяка область в 3R , обмежена гладкою або кусково-гладкою 
замкненою поверхнею S, dxdydzds    елемент об’єму, d   елемент площі 
поверхні,    ,  ,   кути, що утворює одиничний вектор зовнішньої нормалі n

 
до поверхні  S  із додатними напрямами координатних осей, а  RQP   ,  ,   
довільні диференційовні  функції аргументів .  ,  , zyx  
Нехай ),,( zyxuu   та ),,( zyxvv    функції, неперервні разом зі своїми 
першими похідними в SV   та мають неперервні другі похідні всередині V . 
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Далі перетворимо інтеграл у лівій частині  
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а в правій частині   
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  похідна функції v за напрямом зовнішньої нормалі n
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Якщо поміняти місцями функції  u та v, то отримаємо  
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Віднімемо праві та ліві частини рівностей та отримаємо другу формулу 
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Формулу Гріна можна застосувати і у випадку, коли область V обмежена 
декількома поверхнями. При цьому поверхневі інтеграли в правій частині 
беруться по всіх поверхнях, що обмежують область V. Наприклад, 
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Для двовимірного випадку існує аналогічна формула. Нехай ),( yxuu   та 
),( yxvv    функції, які неперервні разом зі своїми першими  похідними  в  
D   і   мають   неперервні   другі   похідні  всередині  D ,   де  D     плоска 
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область, а 
21    межа області. Тоді 
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де d   елемент довжини дуги кривої,  
kn



  похідна за напрямом зовнішньої 
до кривої 
k  нормалі, }.2,1{k  
 
3.3.2 Задача Діріхле для рівняння Лапласа на площині 
 
Будемо шукати таку функцію, що задовольняє рівняння Лапласа 
всередині деякої області 2RD , обмеженої замкненою кривою DC  , та 
набуває заданих значень на самій кривій (межі), тобто розв’язуватимемо 
задачу 
,),(,0 Dyxu                                                         (3.51) 
.gu
C
                                                                           (3.52) 
Фізичною інтерпретацією такої задачі може слугувати задача про 
потенціал електростатичного поля всередині області,  якщо відомий потенціал 
на контурі С. 
Виберемо всередині області довільну 
фіксовану точку М0 ),( 00 yx  (рис. 3.12). 
Навколо точки побудуємо коло C  радіуса   і 
з центром у точці  М0,  яке  повністю  лежить  
всередині області D . Між двома контурами C  
та C  розташована область, яку позначимо 
через Т. Нехай тепер Р ),( yx   точка області 
,D    відмінна   від    М0.   Відстань   між   цими  
   
                     C                            
                                 n    
                                           
                   C      М0 
                   Т                 
1n

          
                                      
 
 
                        Р           D 
 
 
 
Рис. 3.12 
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точками .)()( 20
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yyxxrPM   
Позначимо через n

 зовнішню нормаль до контуру C , а через 
1n

  до кола 
C  (цей вектор напрямлений всередину, оскільки круг, обмежений колом 
C не належить до області Т). 
Розглянемо функцію 
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Ця функція є гармонічною (задовольняє рівняння Лапласа) в усіх точках 
області ,D  крім точки М0. Перевірити цей факт можна простою підстановкою 
функції   у рівняння :0  
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Аналогічно 
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Тоді 
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Отже функція   є гармонічною. 
Зауваження. Функція   називається фундаментальним розв’язком 
рівняння Лапласа на площині. Функція 
2
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1
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
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називається ньютонівським потенціалом. Якщо в точці ),( 00 yx  зосередити 
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заряд ,q  то потенціал поля, утвореного цим зарядом, буде дорівнювати 
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Введемо ще одну функцію ,1  гармонічну в D  і таку, що вона дорівнює 
функції   лише на межі  :C  
CC
1 . 
Різницю функцій  1  називають функцією Гріна для області D  і 
позначають 
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Властивості функції Гріна: 
1. Функція Гріна є розв’язком однорідної задачі Діріхле для рівняння 
Лапласа 
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2.  0),;,( 00 yxyxG  при .),(),( 00 Dyxyx   
3.  Симетричність .),(),(    ),,;,(),;,( 000000 DyxyxyxyxGyxyxG   
Знайдемо тепер інтегральне зображення розв’язку задачі (3.51)(3.52). 
Розглянемо формулу  (3.50)  в  області  D  (див. рис. 3.12),  де ),( yxuu    
розв’язок задачі (3.51)(3.52), а замість v  візьмемо функцію Гріна 
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Оскільки 0u  та ,0G  то 
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Розглянемо кожен інтеграл окремо.  
Другий інтеграл на підставі умов (3.52) та (3.55) дорівнює 
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Для обчислення першого інтеграла введемо полярні координати, взявши 
за центр точку М0. Тоді на :C  
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Спрямуємо   до нуля та знайдемо границі інтегралів з правої частини. 
Оскільки функції u  та 1  гармонічні, то за властивостями гармонічних 
функцій вони разом зі своїми похідними обмежені. Тоді  
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    Отже, розв’язок задачі Діріхле (3.51), (3.52) визначається формулою  
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Формула (3.56) дає розв’язок у будь-якій точці М0 області D  (точка М0 
вибирається довільним чином) за умови, що відома функція Гріна для 
відповідної області. 
Аналогічно розв’язок задачі Діріхле для рівняння Пуассона 
,),(   , Dyxfu   
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зображується у вигляді  
.),(),;,(),( 0000 dxdyyxfyxyxGdgn
G
yxu
DC C
 

               (3.57) 
Зауваження. Функція Гріна є функцією двох точок ),( yx  і ),( 00 yx , 
причому точка ),( 00 yx  є довільно фіксованою, а точка ),( yx   параметричною. 
Інтегрування йде саме за змінними x  і .y  
 
Побудова функції Гріна в деяких випадках проводиться методом 
симетричних (дзеркальних) або електростатичних відображень. Ідея полягає в 
застосуванні фізичного змісту фундаментального розв’язку рівняння Лапласа 
(ньютонівського потенціалу).  
Навколо одиничного заряду в точці М0 ),( 00 yx  утворюється 
електростатичне поле, потенціал якого в точці ),( yxP  дорівнює  
0
1
ln
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. 
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Функція Гріна 
100  
0
1
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),;,( 
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PMr
yxyxG , після множення на ,2  є сумою 
потенціалу в точці ),( yx  поля, утвореного зарядом, поміщеним у точці М0, і 
потенціалу поля, утвореного зарядами (електростатичними відображеннями), 
що розташовані поза областю D  та компенсують поле заряду в точці М0 на 
межі .D   
Алгоритм побудови функції Гріна: 
1) вибираємо всередині області довільно фіксовану точку М0 ),( 00 yx  і 
поміщаємо в неї одиничний  додатний електричний заряд; 
2) будуємо точку М1, симетричну відносно межі області та поміщаємо в неї 
одиничний від’ємний заряд (у випадку, коли межа складається з кількох 
частин, побудова проводиться відносно кожної частини, а з отриманими 
точками знову проводиться операція відображення з використанням 
протилежних зарядів); 
3) виписуємо функцію Гріна та перевіряємо умову рівності нулю на межі 
області. 
Для деяких областей реалізувати цей алгоритм достатньо легко. Крім 
того, якщо відома функція Гріна для певної області ,D  то за формулою (3.57) 
можна отримати розв’язки всіх задач Діріхле в цій області. 
 
Приклад 3.13. Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона в 
півплощині тобто задачу  
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 Розв’язування. Скористаємось формулою (3.57): 
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Знайдемо функцію Гріна методом електростатичних відображень. 
Виберемо всередині області точку 
М0 ),( 00 yx  та помістимо в неї додатний 
одиничний електричний заряд (рис. 3.13). 
Потенціал поля цього заряду в точці ),( yxP  
дорівнює  
2
0
2
0 )()(
1
ln
yyxx 
. Побудуємо 
точку ),,( 001 yxM   симетричну точці М0 
відносно осі  Ох    межі  області  .D   
Помістимо  в  цю точку 
               y    
                    ),( 000 yxM  
 
   
),( yxP  
 
                                             x     
                    
                )1,0( n
     
 
                      ),( 001 yxM   
 
Рис. 3.13 
одиничний від’ємний заряд.  Його поле має  потенціал  ,
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воно  компенсує  поле точки  М0 на межі .0y   
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Перепишемо функцію Гріна у більш зручному вигляді, використовуючи 
властивості логарифмів 
    
.
)()(
)()(
ln
4
1
)()(ln)()(ln
4
1
),;,(
 
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
000
yyxx
yyxx
yyxxyyxxyxyxG







 
Знайдемо похідну функції G  за напрямом зовнішньої до межі області D    
нормалі    ),cos,(cos n

   де       ,        кути    з    додатними    напрямами 
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координатних осей Ох та Оу відповідно, тобто ).1,0( n
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Отже, розв’язком  сформульованої задачі є функція 
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Приклад 3.14. Знайти стаціонарний розподіл температури по верхній 
півплощині, якщо на її межі  осі Ох  підтримується температура нульова 
при )0,(x , і стала величини Т при ),0( x . 
Треба розв’язати задачу 
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Розв’язування. Скористаємось результатом попередньої задачі: 
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Приклад 3.15.    Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона:  
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Розв’язування.  Скористаємось формулою (3.57) 
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Знайдемо функцію Гріна методом електростатичних відображень. 
 
Виберемо всередині області D  точку 
),( 000 yxM  та помістимо в неї додатний 
одиничний електричний заряд (рис. 3.14).  
Побудуємо точку М1 ),( 00 yx  , 
симетричну точці М0 відносно осі Ох, та 
точку М2 ),( 00 yx , симетричну точці  М0 
відносно осі Оу. Помістимо в ці точки 
одиничні від’ємні заряди.  
 Точка   М3 ),( 00 yx        симетрична  
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Рис. 3.14 
точкам М1 та М2 відносно осі Оу та Ох відповідно. У цій точці розташуємо 
додатний одиничний заряд. Кількість точок зумовлена тим, що межа області 
складається з двох частин. 
Отже,  
   
   
,
)()()()(
)()()()(
ln
4
1
)()(
1
ln
2
1
)()(
1
ln
2
1
)()(
1
ln
2
1
)()(
1
ln
2
1
),;,(
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
00
 
yyxxyyxx
yyxxyyxx
yyxxyyxx
yyxxyyxx
yxyxG














 
188 
 
причому 
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Оскільки межа області D  складається з двох частин, то знайдемо похідні 
від функції G  за напрямами )1,0(1 n

 та )0,1(2 n

 зовнішніх до частин межі 
області (осей Ох та Оу відповідно) нормалей. 
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аналогічно 
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Отже, розв’язок заданої задачі дається формулою 
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Зауваження. З наведених прикладів видно, що  формула (3.57) часто 
приводить до невласних інтегралів. Крайові функції мають бути такими, щоб 
ці інтеграли збігалися. 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури на верхній півплощині 
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2. Знайти стаціонарний розподіл температури в області 
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3. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа в смузі: 
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3.3.3 Задача Діріхле для рівняння Лапласа в крузі 
 
Будемо шукати функцію, що задовольняє рівняння Лапласа всередині 
круга радіуса R  та набуває заданих значень на колі, яке є межею круга. 
Треба знайти розв’язок задачі 
},|),{(),(   ,0 222 Ryxyxyxu                        (3.58) 
 .222 gu Ryx                                                                      (3.59) 
Застосуємо метод електростатичних відображень для побудови функції 
Гріна. На відміну від попередніх прикладів, для кола замість симетричних 
точок потрібно будувати спряжені точки. Точки називаються спряженими 
відносно кола (сфери), якщо добуток відстаней від центра кола (сфери) до цих 
точок дорівнює квадрату радіуса. 
Зауваження. При побудові доцільно використовувати полярні 
координати. 
 
Виберемо всередині круга радіуса R  
з центром у початку координат точку 
М ),( 00 yx  (рис. 3.15).  
Побудуємо точку, спряжену до точки 
М відносно кола. Для цього проведемо 
через точку М хорду перпендикулярно до 
радіуса, що проходить через цю точку. 
Через кінці хорди проведемо дотичні до 
кола. Спряженою точкою буде  точка  M   
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Рис. 3.15 
перетину цих дотичних з променем, на якому лежить відрізок ОМ.  
Позначимо полярний кут точки Р через ,  а точки М через .0  Тоді 
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Знайдемо координати точки ),( 00
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Оскільки точки М та M  лежать на одному промені, що виходить з 
початку координат, то ,
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Зауваження.  Якщо М лежить всередині круга, то спряжена до неї точка 
лежить зовні. Точка, що лежить на колі, збігається зі своєю спряженою 
точкою. Для центра кола спряженої точки не існує. 
Функція Гріна задачі (3.58), (3.59) має вигляд  
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Справді, легко перевірити безпосереднім диференціюванням, що ця 
функція задовольняє рівняння Лапласа. Перевіримо виконання умови на межі.  
З трикутників OPM та OPM  за теоремою косинусів маємо 
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Якщо точка Р потрапляє на коло )( 22 RyxOP  , то  
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Скористаємось формулою (3.56). Для цього переходимо до полярних 
координат та знайдемо  
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Тоді   розв’язком   задачі   Діріхле   (3.58),   (3.59)   за   формулою   (3.56), 
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враховуючи, що  Rdd , буде 
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Формула (3.60) називається формулою Пуассона, інтеграл з неї −  
інтегралом Пуассона, а вираз 
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Пуассона задачі Діріхле для рівняння Лапласа в крузі. 
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круга, тобто задачу 
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Приклад 3.16. Розв’язати задачу Діріхле в крузі 
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Розв’язування. Фізичною інтерпретацією поставленої задачі є задача про 
стаціонарний розподіл температури в тонкій однорідній круглій пластинці із 
одиничним радіусом, якщо верхня половина межі пластинки підтримується 
при температурі Т, а нижня  при нульовій температурі. 
Застосуємо формулу (3.60): 
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Зауваження. Для обчислення інтегралів такого типу зазвичай 
використовується універсальна тригонометрична підстановка. Але з курсу 
математичного аналізу відомо, що іноді вона приводить до невласних 
інтегралів, тому до інтегрування необхідно підходити дуже обережно. 
 
Якщо точка М розташована у верхньому півкрузі, тобто ,0 0   то 
можна інтегрувати за допомогою універсальної тригонометричної підстановки  
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Спростимо вираз, скориставшись формулою 
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Якщо точка М розташована в нижньому півкрузі, тобто ,20   то 
можна інтегрувати за допомогою підстановки  
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Отже, розв’язок задачі має вигляд  
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Приклад 3.17. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле у верхньому 
півкрузі 
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Розв’язування. Виберемо всередині 
півкруга радіуса R  із центром у початку 
координат точку М0 ),( 00 yx  та помістимо 
в неї додатний одиничний електричний 
заряд. Спряженою до неї точкою буде 
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Рис. 3.16 
та 

0M  відносно осі Ох.   
Випишемо функцію Гріна  
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Перевіримо рівність цієї функції нулю на межі півкруга: 
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Отже, функцію Гріна виписано правильно. 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа в чверті круга. 
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2. Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Лапласа в півкрузі 
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3. Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Лапласа в півкрузі 
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3.3.4 Задача Діріхле для рівняння Лапласа в просторі 
 
Будемо шукати таку функцію, що задовольняє рівняння Лапласа 
всередині замкненої поверхні VS  , що обмежує область V , та набуває 
заданих значень на самій поверхні (межі). 
,),,(,0 Vzyxu                                                         (3.61) 
.gu
S
                                                                               (3.62) 
Фізичною інтерпретацією такої задачі може слугувати задача про 
знаходження потенціалу електростатичного поля всередині тіла,  якщо 
відомий потенціал на поверхні, або стаціонарного розподілу температури 
всередині тіла при заданій температурі на його поверхні. 
Візьмемо всередині тіла довільно фіксо-
вану точку М0 ).,,( 000 zyx  Навколо точки 
побудуємо сферу S  радіуса   з центром в 
точці  М0,  яка  повністю  лежить  всередині 
тіла V (рис. 3.17). Між двома поверхнями S  
та S  розташоване тіло, яке ми позначимо 
через Т. Розглянемо тепер точку Р ),,( zyx  
тіла V , відмінну від М0, відстань між якими 
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Рис. 3.17 
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кулі, що обмежена S , не належить тілу Т, тобто є зовнішньою областю щодо 
Т ). Розглянемо функцію 
.
)()()(
1
4
11
4
1
2
0
2
0
2
00 zzyyxxrPM 


  
199 
 
Ця функція задовольняє рівняння Лапласа (є гармонічною) в усіх точках 
тіла V , крім точки М0. Перевірити цей факт можна простою підстановкою 
функції у рівняння :0  
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Аналогічно 
 
 
.
)()()(4
)()()(2
 ,
)()()(4
)()()(2
52
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
2
52
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
0
2
2
zzyyxx
yyxxzz
z
zzyyxx
zzxxyy
y










 
Тоді 
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Отже, функція   є гармонічною в області V , крім точки М0. 
Введемо ще одну гармонічну в області V  функцію 1  таку, що  
SS
1 . 
Різницю функцій  1  називають функцією Гріна для області V  і 
позначають 
.
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zyxzyxG                                         (3.63) 
Функція Гріна є розв’язком однорідної задачі Діріхле для рівняння 
Лапласа 
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),,,(\),,(  ,0 000 zyxVzyxG                                                   (3.64) 
.0
S
G                                                                               (3.65) 
Приступимо тепер до одержання інтегрального зображення розв’язку 
задачі (3.61), (3.62). Розглянемо формулу (3.49) в області T (див. рис. 3.17), де 
),,( zyxuu    розв’язок задачі (3.61), (3.62), а замість v  підставимо функцію 
Гріна :
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де    довільне як завгодно мале число. 
На підставі умов (3.62) і (3.65) маємо  
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У першому інтегралі перейдемо до сферичної системи координат з 
центром у точці М0. Оскільки на S  
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Перейдемо в цій рівності до границі при 0 . Для цього окремо 
знайдемо  границі  інтегралів   із  правої  частини.  Оскільки  функції  u   та  1  
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гармонічні,  то  за  властивостями  гармонічних  функцій  вони  разом  зі  своїми 
похідними обмежені. Для першого інтеграла одержуємо 
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Отже, розв’язок задачі Діріхле (3.61),  (3.62) зображується у вигляді 
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Формула (3.66) дає розв’язок у будь-якій точці області V (точка М0 
вибиралась довільним чином) за умови, що відома функція Гріна для 
відповідної області. 
Задача Діріхле для рівняння Пуассона  
,),,(   ),,,( Vzyxzyxfu   
.gu
S
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розв’язується аналогічним способом і її розв’язок зображується у вигляді 
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Зауваження. Побудова функції Гріна для двовимірного випадку 
проводиться аналогічним методом електростатичних відображень, відмінність 
полягає лише у вигляді фундаментального розв’язку рівняння Лапласа. 
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Приклад 3.18. Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона у 
півпросторі },R  R,  ,0|R),,{( 3  yxzzyxD  тобто задачу 
,),,(   ),,,( Dzyxzyxfu   
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Розв’язування. Скориставшись формулою (3.67), одержуємо 
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Знайдемо функцію Гріна для півпростору. 
Виберемо у верхньому півпросторі точку  
М0 ),,( 000 zyx  та помістимо в неї додатний 
одиничний заряд (рис. 3.18). Потенціал поля 
цього заряду в точці ),,( zyxP  дорівнює 
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Рис. 3.18 
Побудуємо  точку  М1 ),,( 000 zyx  , симетричну точці М0 відносно площини Оху  
межі області .D  Помістимо в цю точку одиничний від’ємний заряд, поле 
якого має  потенціал 
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Знайдемо похідну від функції G  за напрямом зовнішньої до межі області 
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D  нормалі ),cos,cos,(cos n

 де    ,  ,   кути з додатними напрямами 
координатних осей.  В нашому випадку ).1,0,0( n

 Маємо 
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Отже, розв’язком вихідної задачі є функція 
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа в чверті 
простору. 
Відповідь:       
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2. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа у восьмій 
частині простору. 
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3.  Знайти стаціонарний розподіл температури у верхньому півпросторі, якщо 
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на його межі }0{ z  температура дорівнює 0 при 0x  та 1 при .0x   
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4. Розв’язати таку задачу Діріхле для рівняння Пуассона в півпросторі 
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3.3.5 Задача Діріхле для рівняння Лапласа в кулі 
 
Будемо шукати таку функцію, що задовольняє рівняння Лапласа 
всередині кулі радіуса R  та набуває заданих значень на сфері, яка є межею 
кулі, тобто розв’язуватимемо задачу 
},{),,(   ,0 2222 Rzyxzyxu                                 (3.69) 
 .2222 gu Rzyx                                                                          (3.70) 
Методом електростатичних відображень побудуємо функцію Гріна. При 
цьому будемо використовувати сферичні координати .O  
Виберемо всередині кулі радіуса R  з 
центром у початку координат О точку 
М ),,( 000 zyx  та помістимо в неї додатний 
одиничний електричний заряд.  
Знайдемо точку 







02
0
2
02
0
2
02
0
2
  ,  , z
R
y
R
x
R
M , 
спряжену до точки М відносно сфери (рис. 
3.19).  Позначимо   ,POM  
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Рис. 3.19 
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З трикутників OPM та OPM  за теоремою косинусів маємо 
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Функція Гріна задачі (3.69), (3.70) має вигляд  
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Перевіримо виконання умови .0
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Для знаходження розв’язку задачі (3.69), (3.70) скористаємось формулою 
(3.67). Для цього перейдемо до сферичної системи координат та знайдемо 
похідну від G  на межі D   
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У сферичних координатах маємо 
.cos   ,sinsin   ,sincos  zyx  
Тоді 
 ,cossinsinsincos 00000000000 kjikji 
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 . cos sinsin sincos   kjikji 

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За допомогою скалярного добутку отримуємо вираз для :cos  
.coscos)cos(sinsin
coscos)sinsincos(cossinsin
coscossinsinsinsinsinsincoscos
||||
cos
000
0000
00000








OPOM
OPOM
 
Тоді використавши формулу (3.67) і врахувавши, що елемент площі на 
сфері дорівнює  ddRd   sin2 , одержимо розв’язок задачі (3.69), (3.70) у 
вигляді 
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gdu        (3.71) 
де  .coscos)cos(sinsincos 000   
Ця формула називається формулою Пуассона для кулі. 
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Зауваження. Розглянемо задачу Діріхле зовні для кулі 
},|),,{(),,(   ,0 2222 Rzyxzyxzyxu   
.2222 gu Rzyx    
Формула (3.71) з точністю до знака дає розв’язок цієї задачі, тобто він має 
вигляд 
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Знайти стаціонарний розподіл температури в точках діаметра ,SN  що 
з’єднує полюси ( ),1,0,0( S  )1,0,0(N ) кулі радіуса ,R  якщо верхня частина 
сфери підтримується при одиничній температурі, а нижня  при нульовій. 
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2. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле для рівняння Лапласа в половині кулі 
радіуса .R  
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3.3.6 Задача Неймана для рівнянь Лапласа та Пуассона 
 
Будемо розглядати другу крайову задачу (задачу Неймана) для рівняння 
Лапласа, тобто задачу 
,   ,0 Dxu                                                                        (3.72) 
.g
n
u
D




                                                                               (3.73) 
Тут ),,( zyxx   для тривимірного простору і ),( yxx   для двовимірного 
простору (площини), а 
n
u


 − похідна за напрямом зовнішньої до межі D  
нормалі.  
Розглянемо другу формулу Гріна з §3.3.1 
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Покладемо в ній ,1v  тоді 0   ,0 



n
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v   і 
.


 

d
n
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DD
  
Оскільки функція u  гармонічна в області D , то звідси одержуємо  
.0




dgd
n
u
DD
                                                  (3.74) 
Аналогічна рівність виникає і в двовимірному випадку .0




 dgd
n
u
DD
 
При виконанні умови (3.74) задача Неймана має розв’язок, причому 
різниця двох будь-яких розв’язків стала (якщо 
21   , uu  − розв’язки задачі 
Неймана, то const21 uu ).  
Метод функції Гріна можна застосувати і до розв’язування задачі 
Неймана.   Якщо   функція   Гріна   існує,   то   розв’язок   задачі   (3.72),   (3.73) 
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зображується у вигляді 
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                                            (3.75) 
Функцією Гріна задачі Неймана в областях, межа яких містить 
нескінченно віддалену точку (півплощина, півпростір тощо), називається така 
функція );( 0xxG , яка є розв’язком крайової задачі  
   },{\   ,0 0xDxG                                               (3.76) 
.0
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Dn
G
                                                       (3.77) 
У випадку обмежених областей (круг, куля) не виконується умова (3.77), 
тому щоб уникнути цієї проблеми вводиться поняття узагальненої функції 
Гріна. 
Узагальненою функцією Гріна називають функцію );( 0xxG  
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  для простору, а функція 
);( 01  xx повинна бути розв’язком задачі 
,   ,01 Dx  
   ,1 K
nn D







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причому  ,
1
S
K   де S    площа поверхні D  в тривимірному випадку, та 
,
1

K  де     довжина кривої D  в двовимірному випадку. 
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Розглянемо задачу Неймана для рівняння Пуассона 
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Розв’язок такої задачі має вигляд 
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Приклад 3.19. Розв’язати задачу Неймана для рівняння Пуассона в 
півпросторі },R  R,  ,0|R),,{( 3  yxzzyxD  тобто задачу 
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Розв’язування.  Скористаємось формулою (3.78) 
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Знайдемо функцію Гріна. Виберемо у 
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Рис. 3.20 
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причому    
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Отже, розв’язок задачі має вигляд 
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Приклад 3.20. Розв’язати внутрішню задачу Неймана для рівняння 
Лапласа в кулі радіуса R : }|),,{(
22223 RzyxRzyxD    
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Розв’язування.  Знайдемо узагальнену функцію Гріна.  
Виберемо точку М0 всередині кулі та введемо сферичні координати таким 
чином, щоб центр координат збігався з центром кулі, а вісь Oz проходила 
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через саму точку М0. Тоді ).0,0,( 00 M  Точкою спряженою до М0 відносно 
сфери  є  ),0,0,( 00
 M  де  .
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Функцію Гріна будемо шукати у вигляді 
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Розв’язок не залежить від   і за допомогою методу Фур’є може бути 
записаний у вигляді ряду за функціями Лежандра 
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Для знаходження невідомих коефіцієнтів скористаємось крайовою 
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









































 
Звідси, порівнюючи коефіцієнти, отримуємо 
,...}.3 ,2 ,1{   ,)1(
4
1)1(
4
1 0
22
0 




 







n
R
n
RR
n
A
n
n
n
n  
Тоді 
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




 






 







 










0
1
2
0
1
2
0
0
1
2
0
1 
)(cos
1
4
1
)(cos
4
1
)(cos
)1(
4
1
AP
RnR
P
RR
AP
Rn
n
R
n
n
n
n
n
n
n
n
n
 
.cos21cos1
2
1
ln
4
1
4
1
cos21
1
4
1
2
0
0
0
0
0
0
2
0
0
0
0
 











































R
RR
 
Отже,  
.const
cos
2
ln
4
11
4
1
00
00
2
2
0
1 




 PMPM
rR
R
Rr
R
 
Таким чином, узагальнена функція Гріна визначається формулою 
.const
cos
2
ln
111
4
1
),,;,,(
000
00
2
2
0 
000 













 PMPMPM
rR
R
Rr
R
r
G  
На межі D  вона дорівнює 
.const)cosln(
1ln2
4
1
),,;,,(
0
0
0
 
000 









 PM
PM
rR
RR
R
r
RG  
Тоді, використавши (3.78) і врахувавши, що ,0

dg
D
 одержимо розв’язок 
задачі Неймана для рівняння Лапласа в кулі 
,),()cosln(
12
4
1
),,(
0
0
0
 
000 









 

dgrR
Rr
u
D
PM
PM
 
де  ).cos(sinsincoscoscos     ,cos2 0000
2
0
2
0
 RRrPM  
Отримана формула має назву формули Неймана. 
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
1. Розв’язати задачу Неймана для рівняння Пуассона в області 
}.R  ,0|R),{( 2  xyyx  
Відповідь:      

 


dxxg
yxx
yxu )(
)(
1
ln
1
),(
2
0
2
0
00
 
.),(
)()(
1
ln
)()(
1
ln
2
1
0
2
0
2
0
2
0
2
0














 dyyxf
yyxxyyxx
dx
 
2. Знайти функцію Гріна задачі Неймана для рівняння Лапласа в чверті 
простору. 
Відповідь:    ,1111
4
1
),,;,,(
3210
 000 










PMPMPMPM rrrr
zyxzyxG  
                    . ),,(  ),,,(  ),,,(  ),,,(   де 0003000200010000 zyxMzyxMzyxMzyxM   
3. Знайти функцію Гріна задачі Неймана для рівняння Лапласа в крузі радіуса 
.R  
Відповідь:    
,ln2ln
1
ln
2
1
),;,(
00
 
0
00 













R
r
R
r
G
PMPM
 
                    . y  ,  , ),(  ),,(  ),,(   де 02
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2
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0
2
0000000 y
R
x
R
xyxPyxMyxM
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

   
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4. Метод інтегральних перетворень 
 
4.1 Загальна схема методу інтегральних перетворень для 
розв’язування задач математичної фізики 
 
Одним із потужних методів розв’язування задач для лінійних 
диференціальних рівнянь із частинними похідними є метод інтегральних 
перетворень.  
Нехай ),...,,()( 21 nxxxfxf   − функція n  змінних і nmD
m   ,R . 
Інтегральним перетворенням з ядром ),...,,;,...,,( 2121 mm zzzxxxK  
називають інтеграл вигляду 
,...),...,,;,...,,(),...,,()( 21212121 mmm
D
n dxdxdxzzzxxxKxxxfzF                (4.1) 
за допомогою якого функції ),...,,( 21 nxxxf  ставиться у відповідність функція 
),...,,,...()( 11 nmm xxzzFzF   m  змінних mzz ,...1  та mn  змінних nm xx ,...1 . 
Кожне інтегральне перетворення визначається ядром 
),...,,;,...,,( 2121 mm zzzxxxK , областю інтегрування D  та множиною функцій 
),,...,,( 21 nxxxf  до яких воно застосовується. Інтеграл (4.1) називають 
зображенням функції ),...,,( 21 nxxxf  за змінними ),...,,( 21 mxxx , а саму цю 
функцію називають оригіналом. 
Інтегральне перетворення, за яким функція ),...,,,...()( 11 nmm xxzzFzF   
перетворюється у функцію ),...,,( 21 nxxxf  називають оберненим:  
,...),...,,;,...,,(
~
),...,,,...()(
21212111 mmm
S
nmm
dzdzdzzzzxxxKxxzzFxf           (4.2) 
де  ),...,,;,...,,(
~
2121 mm
zzzxxxK  −  ядро цього перетворення. 
Інтегральні перетворення застосовують до розв’язування задач теорії 
пружності, теплопровідності, електродинаміки та інших. 
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Загальну схему застосування методу інтегральних перетворень для задач 
математичної фізики можна подати такими кроками: 
− залежно від типу задачі, кількості змінних та області, в якій задачу 
поставлено, вибираємо відповідне інтегральне перетворення; 
− за його допомогою перетворюємо задачу так, щоб виключити 
диференціювання за однією зі змінних  та отримати більш просту задачу 
відносно перетвореної функції; 
− розв’язуємо перетворену задачу (за потреби інтегральне перетворення 
застосовують повторно, послідовно виключаючи диференціальні операції за 
декількома змінними); 
− за допомогою оберненого перетворення знаходимо розв’язок вихідної 
задачі. 
 
Наведемо приклади найбільш поширених інтегральних перетворень. 
 
І. Перетворення Лапласа 
Перетворенням Лапласа функції )(tf  дійсної змінної 0  , tt , називають 
функцію )( pF  комплексної змінної p , яка задається за допомогою формули 



0
)()( dttfepF pt , 
де функція )(tf   є кусково-неперервною, може мати лише розриви першого 
роду і зростає не швидше, ніж деяка показникова функція із лінійним за 
змінною t  степенем. 
За відомим зображенням )( pF  оригінал визначають за допомогою 
оберненого перетворення Лапласа 




ia
ia
pt dppFe
i
tf )(
2
1
)( . 
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Це перетворення застосовують до розв’язування нестаціонарних рівнянь 
математичної фізики (хвильового та теплопровідності), а також 
диференціальних, інтегральних та інтегро-диференціальних рівнянь та їх 
систем. 
 
ІІ. Перетворення Фур’є 
Для функції  )(tf  дійсного аргументу  tt, , яка є неперервною 
скрізь за винятком скінченної кількості точок розриву першого роду та 
абсолютно інтегрованою на всій осі, перетворення Фур’є задають формулою  





 dttfeF ti )(
2
1
)( . 
Обернене перетворення подають у вигляді 



 

 dFetf ti )(
2
1
)( . 
Перетворення Фур’є використовують для розв’язування різноманітних 
задач математичної фізики як нестаціонарних, так і стаціонарних, наприклад 
для рівнянь Лапласа, Гельмгольца в областях, що мають вигляд нескінченної 
смуги (напівсмуги) або циліндра (напівіциліндра). 
 
ІІІ. Перетворення Ханкеля 
Якщо функція )(f  дійсного аргумента  0  , , така, що вона є 
неперервною або кусково-неперервною зі скінченними стрибками на цьому 
проміжку і збігається інтеграл  

df
0
)( , то для цієї функції 
запроваджують інтегральне перетворення 
,0  ,)()()(
0
 

 zdzJfzH  
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де )(J  − функція Бесселя першого роду порядку 
2
1
  ,  . 
Обернене перетворення задають такою формулою 
.0  ,)()()(
0
 

 dzzJzzHf  
Перетворення Ханкеля доцільно використовувати для розв’язування 
задач в областях, що мають осьову симетрію (круги, кільця, тіла обертання), 
при цьому вводять полярну або циліндричну системи координат. 
 
ІV. Перетворення Мелліна 
Його застосовують для розв’язування плоских гармонічних задач у 
секторальних областях та в теорії пружності. Пряме перетворення Мелліна 
для функції )(xf  такої, що інтеграл  dxxxf k


0
1)(  − збігається для деякого 
0k , задають формулою 
.  ,)()(
0
1  

 isdxxfxsM s  
Тоді обернене перетворення набуває вигляду 
.  ,)(
2
1
)( kadssMx
i
xf
ia
ia
s 

 


  
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4.2 Інтегральне перетворення Лапласа 
 
Перетворенням Лапласа функції )(tf  дійсної змінної 0  , tt , називають 
функцію )( pF  комплексної змінної p , яку задають за допомогою формули 



0
)()( dttfepF pt .                                            (4.3) 
Припустимо, що для функції )(tf  виконуються такі умови: 
− функція )(tf  дорівнює нулю для від’ємних значень ;0)(  :0  ,  tftt    
− функція )(tf  є кусково-неперервною, тобто будь-який скінченний 
інтервал можна розбити на деяку кількість інтервалів, у кожному з яких 
функція )(tf  неперервна. Функція )(tf  може мати лише розриви першого 
роду (стрибки та усувні), причому на кожному скінченному інтервалі таких 
точок існує не більш ніж скінченне число; 
− функція )(tf  зростає не швидше, ніж деяка показникова функція із 
лінійним за змінною t  степенем, тобто існують дійсні сталі 0  ,0  sM  такі, 
що для всіх 0t  виконується нерівність .)( stMetf   Ця умова забезпечує 
збіжність інтеграла Лапласа; sinf  називають показником зростання 
функції )(tf . 
Зв’язок функцій )(tf  та )( pF  будемо позначати так: )(tf )( pF . 
 
Основні властивості перетворення Лапласа 
1. Лінійність  


n
k
kk tfCtf
1
)()( 


n
k
kk pFCpF
1
)()( . 
2. Подібність )(ctf 





c
p
F
c
1
.  
3. Теорема загаювання )( tf 0  ),(  pFe p . 
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4. Теорема згасання  )(tfeat )( apF  . 
5. Диференціювання зображення  )(tftn )()1( )( pF nn . 
6. Інтегрування зображення 
t
tf )(
dzzF )(
0


. 
7. Теорема випередження )( 0ttf  0  ,)()( 0
0
0
0 








 
 tdttfepFe
t
ptpt . 
8. Диференціювання оригіналу   )(tf  )0()( fppF  , 
                        )(tf  )0()0()(2 fpfpFp  , 
                    )()( tf n )0()0()0()( 121   nnnn ffpfppFp  . 
9. Інтегрування оригіналу  dyyf
t
)(
0
 )(
1
pF
p
. 
10. Теорема множення Бореля   
t
dyytgyftgtf
0
)()()()( )()( pGpF .   
11. Формула Дюамеля  )()( pGppF  
t
dyytgyftgf
0
)()()()0( . 
12. Теорема множення оригіналів  )()( tgtf 




ia
ia
dzzpGzF
i
)()(
2
1
. 
 
Застосовуючи операційне числення до розв’язування практичних задач 
важливо відповісти на запитання: як за відомою функцією )( pF  – 
зображенням за Лапласом – знайти функцію )(tf , що є оригіналом для цього 
зображення.  
По-перше, існують таблиці (див. таблиці 4.1 та 4.2) зображень функцій, 
які найчастіше трапляються під час застосування операційного числення. 
По-друге, враховуючи властивості перетворення Лапласа, можна 
розв’язати  задачу з відновлення оригіналу, зводячи зображення до табличних. 
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По-третє, існує загальний метод побудови оригіналу за зображенням 
через формулу обернення Мелліна.  
Нехай функція )( pF  комплексної змінної p задовольняє такі умови: 
 функція )( pF  аналітична в області  apRe ; 
 0)( pF  при  p  рівномірно стосовно parg  (в області 
 apRe ); 
 для всіх комплексних чисел p  таких, що  apRe , збігається 
інтеграл 




ia
ia
adppF ,  ,)(  під яким розуміємо його головне значення. 
Тоді функція )( pF  при pRe  є зображенням функції )(tf  дійсної 
змінної 0t , що визначається формулою обернення Мелліна: 




ia
ia
pt dppFe
i
tf )(
2
1
)( .                                        (4.4) 
У багатьох випадках невласний інтеграл у правій частині (4.4), що дає 
значення оригіналу за відомим зображенням – функцією )( pF , можна 
обчислити за допомогою теорії лишків.  
При відновленні оригіналу, іноді використовують теореми про розклад 
оригіналів та зображень у ряди – ці теореми називають теоремами про 
розвинення. 
 
Теорема 4.1 (перша теорема про розвинення).  
Якщо точка p  для функції )( pF  є усувною ізольованою особливою 
точкою, а розвинення функції )( pF  в околі p  має вигляд 



1
,)(
n
n
n pcpF  
,
1

p
 то оригіналом для функції )( pF  є функція 



1
1,
!
)(
n
nn t
n
c
tf  0t . 
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Теорема 4.2 (друга теорема про розвинення).  
Нехай функція )( pF  має лише скінченну кількість особливих точок 
,,..., 21 nppp  що лежать у обмеженій частині площини, тоді  оригіналом для 
функції буде функція 
.)]([)(
1

 

n
k
pt
pp
pFerestf
k
 
 
 
Таблиця 4.1. Оригінали та зображення основних елементарних функцій 
)(tf  )( pF  )(tf  )( pF  
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Таблиця 4.2. Зображення деяких ірраціональних та трансцендентних 
функцій 
)(tf  )( pF  )(tf  )( pF  
 
t
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 )(1 tet   pp 
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t
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Приклад 4.1. Розв’язати задачу про коливання тонкої однорідної струни 
довжини l  із жорстко закріпленими кінцями, якщо її форму в початковий 
момент часу задано формулою 




 
l
x
Asin . 
 Розв’язування. Задача зводиться до такої початково-крайової задачі для 
одновимірного хвильового рівняння: 
,2 xxtt uau      ,0 lx    0t ,                                           (4.5) 
,sin)0,( 




 

l
x
Axu     ,0)0,( xut      ,0 lx                                           (4.6) 
,0),(),0(  tlutu     .0t                                                                 (4.7) 
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Скористаємось  перетворенням Лапласа за змінною t. Нехай 
),( txu ),,(),(
0
pxUdttxue pt 

  
тоді 
),( txuxx ),,(),(
0
pxUdttxue xxxx
pt 

  
і за теоремою про диференціювання оригіналу маємо 
),( txutt 




 

l
x
AppxUpxuxpupxUp t sin),()0,()0,(),(
22 . 
Тже задача (4.5)-(4.7) зводиться до задачі 
,sin
2
2





 







l
x
a
Ap
U
a
p
U xx    ,0 lx                                   (4.8) 
.0),(),0(  plUpU  
У рівнянні з (4.8) присутня похідна лише за змінною х, тобто після 
перетворення Лапласа за t початково-крайова задача для рівняння з 
частинними похідними (4.5)-(4.7) зводиться до крайової задачі для звичайного 
диференціального рівняння.  
Розв’язок лінійного неоднорідного рівняння з (4.8) шукаємо у вигляді 
суми загального розв’язку однорідного та частинного розв’язку неоднорідного 
рівняння 
).,(),(),( . pxUpxUpxU нчoд   
1. Розглянемо однорідне рівняння 
,0
2






 U
a
p
U xx  
тоді його характерристичне рівняння 0
2
2 






a
p
k  має корені 
a
p
k   і 
загальний розв’язок визначається формулою 
225 
 













a
px
C
a
px
CpxUoд sincos),( 21 , 
де 21   , CC  –довільні сталі.  
2. Враховуючи вигляд правої частини рівняння з (4.8), шукаємо 
частинний розв’язок ),(. pxU нч  у вигляді 
,sincos),( 43. 




 





 

l
x
C
l
x
CpxU нч  
і після підстановки цієї функції у рівняння з (4.8) отримаємо 
.
2
2
4





 


l
a
p
Ap
C  
Отже, загальний розв’язок рівняння з (4.8) має вигляд 





 



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
 

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
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





l
x
l
a
p
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a
px
C
a
px
CpxU sinsincos),(
2
2
21 . 
З умов 0),(),0(  plUpU  випливає, що 0  ,0 21  CC , й остаточно 





 





 


l
x
l
a
p
Ap
pxU sin),(
2
2
. 
Для відшукання невідомої функції ),( txu  за її перетворенням Лапласа 
),( pxU  скористаємось тим, що  
tcos
22 p
p
 (таблиця 4.1). 
Отже, при 
l
a
  розв’язком задачі (4.5)−(4.7) є функція  
,sincos),( 




 





 

l
x
l
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Atxu   ,0 lx    0t . 
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Приклад 4.2. Розглянемо задачу про вільні коливання тонкої однорідної 
струни довжини l , якщо в початковий момент часу вона перебувала у стані 
спокою, лівий кінець жорстко закріплено, а до правого вільного кінця 
прикладено силу tA sin , напрямлену вздовж осі струни. 
Розв’язування. Задача зводиться до такої початково-крайової задачі: 
,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 
,0)0,( xu     ,0)0,( xut      ,0 lx   
,sin),(     ,0),0( t
E
A
tlutu x      ,0t  
де Е − модуль пружності. 
Скористаємось  перетворенням Лапласа за змінною t. Нехай 
),( txu ),,( pxU  
),( txuxx ),,( pxUxx  
),( txutt ),,()0,()0,(),(
22 pxUpxuxpupxUp t   
0),0( tu ,0),0( pU  
t
E
A
tlux  sin),( .),( 22 


pE
A
plU x  
У результаті задана початково-крайова задача набуває вигляду такої 
крайової задачі для звичайного диференціального рівняння: 
,0
2






 U
a
p
U xx    ,0 lx   
,0),0( pU      .),(
22 


pE
A
plU x  
Розв’язуючи це рівняння, знаходимо 
,shch),( 21 x
a
p
Cx
a
p
CpxU   
а з крайових умов отримуємо 
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Отже, 
.
ch)(
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22 l
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pp
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E
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pxU
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

  
Для обчислення оригіналу скористаємось другою теоремою про 
розвинення. 
Розв’яжемо рівняння 0cos)(ch)( 2222 






a
pl
ippl
a
p
pp  та 
отримаємо особливі точки функції ),( pxU . Це прості полюси: 
,   ,   ,0 nipipp   де ,...).2,1(  
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)12(


 n
l
na
n  
Тут не розглядатимемо випадок резонансу, тобто ,....2,1  ,  nn  
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 

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Для обчислення лишків скористаємось формулою ,
)(
)(
)(
)(
0
0
0 z
z
z
z
res
zz 










 
якщо ,0)( 0  z  0)( 0  z , а 0z  − простий полюс.   
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Отже, 
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Остаточно маємо 
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Приклад 4.3.  Дослідити поширення тепла в напівобмеженому стержні, 
бічна поверхня якого теплоізольована, якщо його початкова температура 
дорівнює нулю, а на кінці весь час підтримується температура Т. 
Розв’язування. Математичною моделлю цієї задачі є така початково-
крайова задача для одновимірного рівняння теплопровідності: 
,2 xxt uau      ,0x   0t , 






,0    ,0
,0   ,
)0,(
x
xT
xu  
,),0( Ttu      .0t  
 Зауважимо, що наслідком фізичного змісту задачі є обмеженість 
розв’язку ),( txu  для  0x  і 0t . 
Скористаємось  перетворенням Лапласа за змінною t. Нехай 
),( txu ),,( pxU  
),( txuxx ),,( pxUxx  
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),( txut ),,()0,(),( pxpUxupxpU   
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Отже, початково-крайову задачу можна переписати у вигляді 
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Загальний розв’язок рівняння визначається формулою 
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а з крайових умов отримуємо 
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Скористаємось формулою 
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1
 із таблиці 4.2 при 
a
x
b   та 
отримаємо розв’язок вихідної задачі 
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y dyex  
Він збігається із розв’язком цієї задачі (приклад 3.12), обчисленим за 
формулою (3.42) з використанням фундаментального розв’язку рівняння 
теплопровідності. 
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Приклад 4.4. Розв’язати задачу про поширення тепла в обмеженому 
однорідному стержні, бічна поверхня якого теплоізольована, якщо всередині 
діє джерело тепла з густиною .0
txeqc   Початкова температура стержня 
дорівнює нулю, лівий кінець весь час підтримується за нульової температури, 
а правий − теплоізольований. 
Розв’язування. Початково-крайова задача для рівняння теплопровідності 
має вигляд 
,0
2 t
xxt xequau
     ,0 lx    0t , 
,0)0,( xu     ,0 lx   
,0),0(    ,0),0(  tutu x     .0t  
Для розв’язування цієї задачі використовуємо перетворення Лапласа за 
змінною t . Нехай 
),( txu ),,( pxU  
),( txuxx ),,( pxUxx  
),( txut ).,()0,(),( pxpUxupxpU   
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Розв’язок рівняння для U  шукаємо у вигляді  
).,(),(),( . pxUpxUpxU нчoд   
Загальний розв’язок однорідного рівняння визначається формулою 
x
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CpxUoд shch),( 21  , 
а частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді 
.),(
.
BAxpxU
нч
  
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Невідомі величини BA   ,  шукаємо методом невизначених коефіцієнтів 
після підстановки функції BAx   у рівняння та отримуємо ,
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Для визначення оригіналу скористаємося формулою Мелліна та другою 
теоремою розвинення. Особливими точками функції ),( pxU  є усувна 
особлива точка 0p  та прості полюси 
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





 
tlx
x
a
e
l
qa
x
a
x
a
x
a
eq
pxUerespxUerestxu
n
nn
nt
n
n
pt
p
pt
p
n
n
 
де ,...).2,1(  
2
)12(
2





 
 n
l
na
n
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Приклад 4.5. Розв’язати крайову задачу 
;<<0  ,<<0     ),(2  txxfuauu xxt  
.0),0(      ; 0=)(0, tutu x  
Розв’язування.  Для цієї задачі за змінну, за якою проводиться інтегральне 
перетворення Лапласа, вибираємо х. Тоді 
),( txu ),,( tpU  
),( txut ),,( tpUt  
),( txuxx ),,(),0(),0(),(
22 tpUptutputpUp x   
)(xf ).()(
0
pFdxexf px 

  
Задача набуде вигляду  
 ).()( 22 pFUapUt   
Отримане рівняння є звичайним лінійним диференціальним рівнянням 
першого порядку щодо незалежної змінної t . Загальний розв’язок цього 
рівняння можна отримати методом Бернуллі:          
.
)(
),(
22
)( 22
ap
pF
CetpU tap

   
Оскільки розв’язок має бути обмеженим ( 

),(lim txu
t
), то 0C .Тоді 
.
)(
),(
22 ap
pF
tpU

  
Знайдемо оригінал за цим зображенням. Оскільки 
axsin )(   ;
22
x f
ap
a

),( pF  
то за теоремою множення Бореля 
 
x
daxf
a
txu
0
.sin)(
1
),(  
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Задачі для самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі, використовуючи перетворення Лапласа. 
1. ,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 
,0)0,( xu     ,sin)0,( 




 

l
xn
Bxut      ,0 lx   n  − натуральне число, 
,0),(),0(  tlutu     .0t  
Відповідь:        .0  ,0  ,sinsin),( 




 





 

 tlx
l
nx
l
nta
na
Bl
txu  
2. ,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 
,cos)0,( 




 

l
xn
Axu     ,0)0,( xut      ,0 lx   n  − натуральне число, 
,0),(),0(  tlutu xx     .0t  
Відповідь:        .0  ,0  ,coscos),( 




 





 
 tlx
l
nx
l
nta
Atxu  
3. ,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 
,0)0,( xu     ,0 lx   












 

,
2
  ,0
,
2
0  ,cos
)0,(
2
lx
l
l
x
l
x
B
xut     n  − натуральне число, 
,0),(),0(  tlutu xx     .0t  
Відповідь:        






















 






1
2
2
2
,
)12(
1
)12)(12)(32(
)12(
cos
4
2
),(
n
l
na
p
nnn
l
xn
B
p
B
pxU
 
.0  ,0  ,
)12(
cos
)12(
sin
)12)(12)(32(
14
2
),(
1
2





 

 


tlx
l
xn
l
tan
nnna
lt
Btxu
n
 
4. ;<<0  ,<<0     ,  txxuuu xxt  
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,0),0(      , =)(0, tuttu x    .0t  
Відповідь:        .0  ,0  ,sin5,0sincos),(  txxxxxtxtxu  
5. ;<<0  ,<<0     ,2 22  txuucbuua xxttt  
,0)0,(     ,0=)0,( xuxu t       ,0x  
, )(=)(0, ttu      .0t  
Відповідь:        
.0  
,  ),(
,  ,0
),( 








x
axtaxte
axt
txu
x
a
b
 
6. ,2 xxtt uau      ,0 lx    0t , 
,0)0,( xu     ,0)0,( xut      ,0 lx   
,),(     ,0),0( Atlutu x      .0t  
Відповідь:        .0  ,0  ,
2
)12(
sin
2
)12(
cos
)12(
)1(2
),(
1
22





 


tlx
l
xn
l
tan
n
Al
Axtxu
n
n
 
7. ,2 Puau xxtt      ,0 lx    0t ,  0P , 
,0)0,( xu     ,0)0,( xut      ,0 lx   
,0),(     ,0),0(  tlutu x     .0t  
Відповідь: 
 .0  ,0  ,
2
)12(
sin
2
)12(
cos
)12(
)1(16
2
)2(
),(
1
323
2
2







 


tlx
l
xn
l
tan
na
Pl
a
xlPx
txu
n
n
 
8. ,2 xxt uau      ,0 lx    0t , 
,)0,( Axu      ,0 lx   
,),(     ,0),0( Btlutux      .0t  
Відповідь:        .0  ,0  ,
2
)12(
cos
)12(
)1()(4
),(
1
2
)12(
2






 







 

tlxe
l
xn
n
AB
Btxu
n
t
l
ann
 
9. ,
22 






  uuaut     ,0 R   0t , 
,)0,( Au      ,0 R  
,0),( tRu     .0t  
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Відповідь:        
,
ch
sh
1),(















a
pR
a
p
R
p
A
pU
 
.0  ,0  ,sin
)1(2
),(
1
2



 







 

tRe
R
n
n
AR
tu
n
t
R
nan
 
 
 
 
4.3. Інтегральне перетворення Фур’є 
 
Нехай функція )(xf  така, що виконуються умови: 
− функція )(xf  є кусково-неперервною на кожному скінченному 
відрізку;  
− функція )(xf  є абсолютно інтегрованою на всій дійсній осі, тобто 
інтеграл dxxfdxxf
b
b
b





 )(lim)(  збіжний.  
Перетворенням Фур’є функції )(xf  дійсної змінної Rx  називають таку 
функцію )(F  дійсної змінної R : 





 dxxfeF xi )(
2
1
)( .                                            (4.9) 
Тут ядром інтегрального перетворення є функція ,
2
1
),( xiexK 

  
.sincos xixe xi   
Зв’язок між функціями )(xf  та )(F  будемо позначати так )()(  Fxf . 
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Основні властивості перетворення Фур’є 
 
1. Лінійність  


n
k
kk
n
k
kk FCFxfCxf
11
)()()()( . 
2. Подібність 






a
F
a
axf
1
)( .  
3. Теорема про зсув оригіналу 0  ),()(   Fexf i . 
4. Теорема про зсув зображення ))(()(  iFxfe xi . 
5. Диференціювання оригіналу   )()(  Fixf , 
)()( 2  Fxf , 
  )()()()(  Fixf nn . 
6. Диференціювання зображення   )()()( )(  iFxfix nn . 
7. Теорема множення зображень 
  )()()()()()(
0
  GFdyyxgyfxgxf
x
. 
8.  )()(
2
1
cos)(  FFxxf , 
 )()(
2
1
sin)(  FFxxf . 
9. )(
sin
)(
2
1






F
a
dyyf
ax
ax
. 
10.   aFaxfaxf  cos)()()(
2
1
. 
11. 





 dyygyxfdeGF xi )()()()( . 
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Якщо функція )(F  є зображенням за Фур’є деякої функції )(xf , то  



 

 dFexf xi )(
2
1
)( .                                            (4.10) 
Якщо функція )(xf  парна ( )()( xfxf  ), то перетворення Фур’є 
переходить у косинус-перетворення Фур’є ( )()(  c
c
Fxf ): 





0
)(cos
2
)( dxxxfFc ,                                           (4.11) 





0
)(cos
2
)( dxFxf c .                                          (4.12) 
Якщо функція )(xf  непарна ( )()( xfxf  ), то перетворення Фур’є 
переходить у синус-перетворення Фур’є ( )()(  s
s
Fxf ): 





0
)(sin
2
)( dxxxfFs ,                                            (4.13) 





0
)(sin
2
)( dxFxf s .                                           (4.14) 
 
Приклад 4.6.  Розв’язати задачу Коші для хвильового рівняння на 
прямій: 
;<<0  ,<<     ,2  txuau xxtt  
).()0,(      ; )(=)0,( xxuxxu t   
Розв’язування.  Для цієї задачі за змінну інтегрального перетворення 
Фур’є обираємо х. Тоді 
,),(
2
1
),(),( 




 dxtxuetUtxu xi  
),,(),( tUtxu tttt   
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),,(),()(),( 22 tUtUitxuxx   
)()(  x ,      )()(  x , 
і задача набуває вигляду  
,22 UaUtt   
).()0,(    ),()0,(  tUU  
Отримане рівняння є звичайним лінійним однорідним диференціальним 
рівнянням другого порядку. Загальний розв’язок цього рівняння 
.sin)(cos)(),(
21
taCtaCtU   
З початкових умов знаходимо 
).(
1
)(      ),()( 21 


a
CC  
Отже,  
.sin)(
1
cos)(),( ta
a
tatU 

  
Знайдемо оригінал за цим зображенням, скориставшись властивістю 10 
для першого доданка і властивістю 9 для другого: 






atx
atx
dyy
a
atxatx
txu .)(
2
1
2
)()(
),(  
Отриманий розв’язок збігається з формулою Даламбера (1.9) при 
розв’язуванні задачі Коші для хвильового рівняння, що була виведена в п. 1.1 
методом Даламбера. 
 
Приклад 4.7. Знайти розв’язок задачі 
0,>   ,<<0      ,2 txuau xxt   
 0,   0,=,0)( xxu  
0.    ),(=),0(   tttu  
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Розв’язування.  Обираємо х як змінну інтегрального синус-перетворення 
Фур’є (за лемою 3.1 п. 3.2.3). Тоді 
,),(sin
2
),(),(
0




 dxtxxutUtxu
s
 
),,(),( tUtxu t
s
t   




 

частинами
інтегруємо
sin
),(2
 ),(
0
2
2
xdx
x
txu
txu
s
xx  




















 

частинами
інтегруємо
 cos
),(
sin
),(2
00
dxx
x
txu
x
x
txu
 
  
















 



0
2
0
0
sin),(cos),(sin
),(2
xdxtxuxtxux
x
txu
 
  ).,(cos),(sin),(2 2
0
0
tUxtxux
x
txu




















 
Припускаємо, що функції ),( txu  та 
x
txu

 ),(
 прямують достатньо швидко 
до нуля, якщо x , та враховуємо те, що 0,sin   ),(),0(
0

x
xttu  
,1sco
0

x
x  1cos   ,1sin  xx  для  Rx і  .R  
Рівнянням для ),( tU   є рівняння 
UataUt
222 2)( 

 , 
а задача ),( tU   набуває вигляду 
)(
2222 taUaUt 

 , 
.0)0,( U  
Розв’яжемо рівняння методом варіації довільної сталої (методом 
Лагранжа), враховуючи початкову умову: 
240 
 
 

 
t
ta deatU
0
)(2 .)(
2
),(
22
 
Знайдемо обернене синус-перетворення Фур’є за формулою (4.14): 
.cos
)(
           
cossin
)(
           
sin)(
2
sin),(
2
),(
0
)(
0
0 0
)(
0
)(
0 0
)(2
0
22
2222
22

 
 






 






















xded
t
x
dxdexxe
t
xdedaxdtUtxu
ta
t
t
tata
ta
 
Оскільки  
, 
2
1
cos )(4
 
0
)( 2
2
22 





ta
x
ta  e
ta
xde  
то 
                         



 
t
ta
x
de
t
a
x
txu
0
)(4
2
3
.
)(
)(
2
),(
2
2
 
Ця формула збігається з формулою (3.42) для розв’язування аналогічної 
задачі із п. 3.2.4. 
 
Приклад 4.8. Знайти розв’язок задачі 
0,>   ,<<0      ,2 txuau xxt   
 0,   0,=,0)( xxu  
0.    ),(=),0(   tttux  
Розв’язування.  За змінну інтегрального синус-перетворення Фур’є 
обираємо х (за лемою 3.2 п. 3.2.3). Тоді 
,),(cos
2
),(),(
0




 dxtxxutUtxu
c
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),,(),( tUtxu t
c
t   




 

частинами
інтегруємо
cos
),(2
 ),(
0
2
2
xdx
x
txu
txu
c
xx  




















 

частинами
інтегруємо
 sin
),(
cos
),(2
00
dxx
x
txu
x
x
txu
 
  
















 



0
2
0
0
cos),(sin),(cos
),(2
xdxtxuxtxux
x
txu
 
  ).,(s),(cos),(2 2
0
0
tUxintxux
x
txu




















 
Припускаємо, що функції ),( txu  та 
x
txu

 ),(
 прямують достатньо швидко 
до нуля, якщо x , та врахуємо те, що ),(),0( ttu
x
  0,sin
0

x
x  
,1sco
0

x
x  1cos   ,1sin  xx  для  Rx і  .R  
Тоді задача набуде вигляду 
)(
2222 taUaU t 

 , 
.0)0,( U  
Розв’язком цієї задачі є 
.)( 
2
),(
t
0
)(2 22 

 
 deatU ta  
Обернене косинус-перетворення Фур’є дає 
.
)(
 ),(
t
0
)(4 2
2




 


de
t
a
txu ta
x
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Приклад 4.9. Знайти розв’язок задачі Діріхле для рівняння Лапласа у 
верхній півплощині 
;0   ,<<      ,0  yxuu yyxx  
,   ),(=,0)(  xxxu  
де  )(x − абсолютно інтегровна на  .),(   
Розв’язування.  Виберемо х за змінну інтегрального перетворення Фур’є. 
Тоді 
,),(
2
1
),(),( 




 dxyxueyUyxu xi  
),,(),()(),( 22 yUyUiyxuxx   



 

 dxxex xi )(
2
1
)()( . 
Задача набуде вигляду  
,02  UU yy  
).()0,( U  
Загальний розв’язок цього рівняння 
.),( 21
yy eCeCyU    
Припускаючи, що функція ),( yxu  обмежена за x  та враховуючи 
початкову умову, отримаємо 
.0)(      ),()( 21  CC  
Отже,  
.)(),(
y
eyU

  
Знайдемо оригінал за зображенням: 










  








 deedzzedeeyxu xi
yzixiy )(
2
1
2
1
)(
2
1
),(  
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









 









dzdezdzdeez xziyzxi
y
0
))(()( 2Re)(
2
1
)(
2
1
 





















 





dz
xziy
zdz
xziy
e
z
xziy
)(
1
Re)(
1
)(
Re)(
1
0
))((
 
.
)(
)(1
)(
)(
Re)(
1
2222 



 












 dz
zxy
zy
dz
zxy
zxiy
z  
Отже, 
.
)(
)(
),(
22

 


 dz
zxy
zy
yxu  
 
 
Задачі для самостійного розв’язування 
 
Розв’язати задачі, використовуючи перетворення Фур’є. 
1. ,2 xxt uau      , x   0t , 
),()0,( xxu      . x  
Відповідь:        






 .)(
2
1
),(
2
2
4
)(
dzez
ta
txu ta
zx
 
2. ,2 xxtt uau      ,0  x   0t , 
),()0,( xxu      ),()0,( xxut       ,0  x  
,0),0( tu     .0t  
Відповідь:        





atx
atx
dyy
a
atxatx
txu .)(
2
1
2
)()(
),(  
3.  ,2 xxtt uau      ,0  x   0t , 
,0)0,( xu     ,0)0,( xut      ,0  x  
),(),0( ttux      .0t  
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Відповідь:        


a
x
t
dyyatxu
0
.)(),(  
4. Задача Діріхле у смузі 
; ,<<      ,0 aya  xuu yyxx   
 .   ),(=),(   ),(=),(  xxaxuxaxu  
Відповідь:        
.
cos
)(
ch
2
)(
ch)(
2
cos
1
),( dz
a
y
a
zx
a
zx
z
a
y
a
yxu 









 
5. Задача Діріхле для півсмуги  
;0 ,<<0     ,0  y  axuu yyxx  
,0   0,=),(   ,0=),0(  yyauyu  
.0   ),(=)0,( lxxxu   
Відповідь:        .sinsin)(
2
),(
0 1
dz
a
nz
a
nx
ez
a
yxu
a
n
a
ny
  






 




  
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5. Cпеціальні функції 
 
5.1 Гамма-функція  (факторіальна  функція)  
  
При  x > 0 ця функція визначається формулою  



0
1)( dttexΓ xt ,                                  (5.1) 
де інтеграл є залежним від параметра x невласним інтегралом, який збігається 
при  x > 0. 
Властивості гамма-функції :  
а) при x > 0 функція Г(х) неперервна і має неперервні похідні 
;)(ln)(
0
1)(


 dtttexΓ nxtn
                                 
(5.2)
 
б) Г(х) задовольняє функціональне рівняння 
Г(х+1)= хГ(х),  х>0;                        (5.3) 
в) Г(1)=1,  Г(n+1)=n!, n{0,1,2,...};                                                          (5.4) 
г) за допомогою формули (5.3) функція узагальнюється на нецілі  x<0 
(графік узагальненої гамма-функції показаний на рис. 5.1). 
                                                                       Г(х) 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                        1 
 
−1  0      1                        х 
                                                                 −1 
 
 
 
 Рис. 5.1 
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5.2  Функції Бесселя 
 
Розв’язки диференціального рівняння Бесселя 
0)( 222  ynxyxyx    (5.5) 
породжують циліндричні функції )(xJn , )(xYn  ( )(xNn ). Розглянемо такі два 
випадки: 
1) при нецілих n загальний розв’язок рівняння (5.5) має вигляд 
),()()( 21 xJcxJcxy nn   
де )(xJn  – функція Бесселя 1-го роду n-го порядку, яка визначається рядом 













0
2
2)1(!
)1(
)(
k
knn
n
x
knΓk
xJ ,   (5.6) 
а функція )(xJ n  визначається рядом, який одержується з ряду  (5.6) заміною 
n на –n (зауважимо, що при  Nn  )()1()( xJxJ n
n
n  ); 
2) при цілих n загальний розв’язок рівняння (5.5) має вигляд 
),()()( 21 xYcxJcxy nn   
де )(xYn  (вживається також позначення )(xNn ) – функція Бесселя 2-го роду n-
го порядку (називається також функцією Неймана, функцією Вебера, 
циліндричною функцією). 
Зауважимо, що для нецілих n  


 
n
xJnxJ
xY nnn
sin
)(cos)(
)( ,                           (5.7) 
а для цілого  n  функція Yn визначається рівністю 
 ,)()(
2)!(!
)1(12
!
)!1(1
)(
2
ln
2
sin
)(cos)(
lim)(
2
0
1
0
2
kФknФ
x
knkxk
kn
xJ
x
C
m
xJmxJ
xY
kn
k
kn
k
kn
n
mm
nm
n






































      (5.8) 
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де С – стала Ейлера, С = 0,5772.1..; Ф(k)= ,
1
1


k
s s
 Ф(0) =0. 
У випадку цілочислового n за лінійно незалежні розв’язки рівняння 
Бесселя часто беруть функції 
),()()()1( xiYxJxH nnn    ),()()(
)2( xiYxJxH nnn   (5.9) 
які називаються функціями Бесселя 3-го роду n-го порядку (або функціями 
Ганкеля). 
Модифікована функція Бесселя 1-го роду n-го порядку (n R ) 













0
2
2)!1(!
1
)()(
k
kn
n
n
n
x
knk
ixJixI             (5.10) 
і модифікована функція Бесселя 2-го роду n-го порядку (n R ) (функція 
Макдональда)  
  





























0 0
22
1
,
2
)()(
)!(!
1
2
)1(
2!
)!1(
)1(
2
1
2
ln)()1()(
k k
knnkn
k
n
n
n
x
knФnФ
knk
x
k
kn
x
CxIxK
    (5.11) 
є розв’язками рівняння 
,0)( 222  ynxyxyx    (5.12) 
одержаного з рівняння (5.5) заміною n на in. 
 Графіки деяких циліндричних функцій наведено на рис. 5.2 і 5.3.  
                  у 
 
             
             1      )(0 xJ  
                                
                         )(1 xJ                       )(2 xJ  
 
 
             0                    2                 4                   6                8                  10    х  
 
 
Рис. 5.2 
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                              у 
 
             
                        1       
                                
                                                               )(1 xY           
                                         )(0 xY                                  )(2 xY  
 
                         0             2             4              6            8            10    х  
 
 
 
                                    −1                              
 
 
                                    −2 
 
 
               
 
Рис. 5.3 
 
Для циліндричних функцій )(xJn  є правильними співвідношення  
  ),()(1
),(
1
)1()(
11
),(2)()(
),(
2
)()(
11
11
xJxxJx
dx
d
x
xJ
x
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xdx
d
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xJxJxJ
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nnn
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
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







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



              (5.13)                               
а також рівності 
 
 






.k=m,  n>J
m,   n>k
xdxxJxJ
kn
mnkn
1      ,)(
2
1
;1                     ,0
)()(
2
1
0
             (5.14) 
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5.3  Многочлени Лежандра  
 
При цілих n  0  єдиним обмеженим при х = 1 і х = 1 розв’язком 
рівняння 
0)1(2)1( 2  ynnyxyx               (5.15) 
є многочлен Лежандра ).(xPn  
Приклади многочленів Лежандра:  
),35(
2
1
)(       ),13(
2
1
)(     ,)(     ,1)( 33
2
210 xxxPxxPxxPxP   
).35315593429(
16
1
)(     ),5105315231(
16
1
)(
),157063(
8
1
)(      ),33035(
8
1
)(
357
7
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6
35
5
24
4
xxxxxPxxxxP
xxxxPxxxP


 
За формулою Родріга 
n
n
n
nn
x
dx
d
n
xP )1(
!2
1
)( 2  .    (5.16) 
Для многочленів Лежандра справджуються такі рекурентні спів-
відношення: 
 
 
  )).()(()(1
),()12()()(
     ),()()12()(1
1
2
11
11
xPxxPnxP
dx
d
x
xPnxPxP
dx
d
xnPxxPnxPn
nnn
nnn
nnn






            (5.17) 
Многочлени Лежандра ортогональні на [1;1], тобто 

 






1
1
.=   ,
12
2
,        ,0     
)()(
nm
n
nm
dxxPxP mn    (5.18) 
Графіки деяких многочленів Лежандра показано на рис. 5.5. 
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                                                                  у 
 
             
                                                            1       
                                
                                                                         
                                                                                         1P       2P          
                                                        3P       0,5 
 
                                                                                        5P  
                      
 
                            −1               −0,5                  0                0,5                   1     х  
 
                                    4P  
                                   
                                                                            −0,5                              
 
 
                                                                              −1 
 
Рис.5.4 
 
 
5.4   Приєднані функції Лежандра  
 
Функції, які пов’язані з многочленами Лежандра )(xPn  співвідношеннями 
 ,...}2,1,0{   },,...,2,1,0{),()1()( 22  nnmxP
dx
d
xxP nm
mm
m
n       (5.19) 
називають приєднаними функціями Лежандра. 
Функції )(xPmn  задовольняють рівняння 
.0
1
)1(2)1(
2
2
2 








 y
x
m
nnyxyx   (5.20) 
Приклади приєднаних функцій Лежандра: 
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.sin)12(531)1)(12(531)(
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...........................................................................................
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n
n
n
n
m
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xxxxP
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Правильними є такі рекурентні співвідношення: 
.0    ,0)()1()()1()()1(
;01                           ),(1)12()()(
;01      ,0)()()()1()()12(
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Приєднані функції Лежандра є ортогональними на [1;1]: 
.0,    ,
)!(
)!(
 
12
2
)()(
1
1






mkn
mn
mn
n
xPxP nk
m
k
m
n    (5.22) 
 
5.5   Узагальнена гіпергеометрична функція  
  
Узагальненою гіпергеометричною функцією однієї змінної називається 
сума степеневого ряду 
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де qccc   ...,  ,  , 21    сталі, які не належать до множини {0,1,2,…}, а 
ka)( визначаються рівностями 
).1)...(2)(1()(     ,1)( 0  kaaaaaa k  
Многочлени Лежандра є частинним випадком гіпергеометричних функцій,  
а саме 
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5.6  Дельта-функція  
  
Дельта-функція   (   )(x функція Дірака) дає можливість записати 
просторову густину фізичної величини (маси, заряду, інтенсивності джерела 
теплоти, сили тощо), зосередженої в точці x0  простору .
nR  Наприклад, густина 
точкової маси m, розміщеної в точці x0 , записується у вигляді ).( 0xxm   
Дельта-функція може бути визначена формальними співвідношеннями 
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Відзначимо деякі властивості -функції: 
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де  }1,  nn  – повна ортонормована на (а, b) система функцій. 
Зокрема, для системи функцій  
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а для системи функцій  
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8.  Зображення  )(x  інтегралом Фур’є: 
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9. Зображенням  -функції за Лапласом є 1. 
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